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上海交通大学硕士学位论文 摘 要

摘 要

近似困难性是计算复杂性以及参数复杂性领域的一个重要的研究方向。在这一

领域中，我们期望证明一些问题的近似求解和精确求解的困难程度是相当的，从而完

整刻画这些问题的计算复杂性。

本文进一步发展了纠错码的碰撞数这一技术工具，并将其与几个具体的参数化

问题结合，以证明这些问题的任意常数比近似困难性，并探讨了未来可能的研究方

向。具体来说，本文的贡献主要在于以下方面：

• 构造了 𝑘-近似解码问题从精确求解到近似求解的自归约，并进一步在给出了一
系列编码问题和格问题的常数比近似算法在指数时间假设下更紧的运行时间下

界；

• 证明了任意常数比近似 2-约束满足问题的可满足多赋值的总大小都是 W[1]-困
难的，且进一步证明了任意常数比近似 𝑘-精确覆盖问题的W[1]-困难性。

关键词：参数化近似困难性，编码问题，格问题，约束满足问题，时间下界，W[1]-困
难性
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上海交通大学硕士学位论文 Abstract

Abstract

Hardness of approximation is an important research direction in computational complex-
ity and parameterized complexity area. In this area, we expect to prove the equivalence
between the hardness of approximately solving some problem and the hardness of exactly
solving them, hence giving a complete characterization to the computational complexity of
these problems.

In this article, we further develop the collision number of error-correcting code as a tech-
nical tool, and combine it with several concrete parameterized problems to prove the hardness
of approximating these problems within any constant factor, and discuss some possible di-
rections for future research. To be more precise, the contribution of this article is as follow:

• we construct a self-reduction from exactly solving the 𝑘-Maximal Likelihood Decod-
ing problem to approximately solving it, and further give tighter running time lower
bounds for constant approximating a series of coding problems and lattice problems
under the exponential time hypothesis.

• we prove that constant approximating the total size of a satisfying multi-assignment
to a 2CSP instance is W[1]-hard, and further proved the W[1]-hardness of constant
approximating 𝑘-Exact Cover problem.

Key words: Parameterized Inapproximability, Coding Problems, Lattice Problems, Con-
straint Satisfaction Problem, Time Lower Bound, W[1]-hardness
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上海交通大学硕士学位论文 第 1章 绪论

第 1章 绪论

1.1 研究背景

计算复杂性（computational complexity）是理论计算机科学的一个核心研究领域。
上世纪 70年代初，铁幕两侧的研究者们各自独立对求解问题的难度进行了研究，产
生了里程碑式的结果——库克-列文定理[1-2]（Cook-Levin Theorem）。该定理建立了
NP-完全性的概念。随后，Karp证明了二十余个计算问题都是 NP-完全的[3]。自此开

始至今的五十余年间，研究者证明了大量计算问题的计算复杂性都至少是 NP-困难
的。研究者普遍相信 P ≠ NP，也自然认为这些困难的问题不存在多项式时间的算法，
一些更强的假设[4-5]甚至认为很多 NP-困难问题，如 3-布尔可满足性问题（即每个子
句中项的个数不超过 3的合取范式可满足性问题，下称 3SAT问题）不存在亚指数时
间的算法。

很多计算问题自然地存在对应的优化问题。由于精确求解的困难性已被证明，研

究者们开始考虑寻找问题的近似解。对优化问题中的最小化问题（最大化问题），假

设其最优解的值是 OPT，对任意 𝑐 > 1，该问题的一个 𝑐-近似解是满足优化值不超过
𝑐 ·OPT（OPT/𝑐）的可行解。后续研究表明，近似求解很多优化问题的困难性依旧是
NP-困难的，著名的 PCP定理[6-8]即为一个典例，它表明存在某个常数 𝑐，使得求解

约束满足问题（comstraint satisfaction problem，下称 CSP）的 𝑐-近似解依旧是 NP-困
难的。PCP定理的重要意义在于，它给出了计算复杂性领域中最基本的问题——CSP
问题的一个“创造间隔（gap-creating）”的归约。这个归约过程可以将两个最优解差
距很小的实例转化为两个最优解差距极大的新实例，或者说，它将一个没有间隔的

优化问题转化为一个有常数间隔的问题。后续有大量近似困难性的研究结果即依赖

于 PCP定理所创造出的间隔，例如最大团问题[9]、集合覆盖问题[10]、编码问题和格

问题[11]等。

另一个应对 NP-困难问题的角度是参数化（parameterization）。一个参数化的问题
给原问题配上了一个可以多项式时间计算的函数 𝜈 : {0, 1}∗ → N，使得该问题的求解

时间不仅与输入长度有关，还和该函数所表示的参数有关。例如，对参数化的 𝑘-顶点
覆盖问题（𝑘-VERTEXCOVER），输入 (𝐺, 𝑘)，判定图 𝐺 中是否存在大小不超过 𝑘 的顶

点覆盖。由于参数 𝑘 可以任意地小于输入长度，在参数化视角中，我们定义一个问题

是固定参数可解 (fixed-parameter tractable，下称 FPT)的，如果输入 (𝑥, 𝑘)下它可以在

1
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𝑓 (𝑘) |𝑥 |𝑂 (1)时间内计算，此处 𝑓 可以是任意可计算函数。前述的 𝑘-VERTEXCOVER问题
即为 FPT的。相应地，参数复杂性中对应于NP类的复杂性类是W[1]，而W[1] ≠ FPT
假设认为W[1] 中的一些参数问题被认为不是 FPT的，如 𝑘-团问题（𝑘-CLIQUE）。

同理，对于一些困难的参数化问题，研究者也考虑了近似求解它们的计算复杂

性。但与经典的计算复杂性领域不同，参数复杂性中没有类似 PCP定理这样普适的
结果，因此对参数问题近似困难性的研究主要分为两类：一类是直接从自带间隔的

困难性假设出发（例如[12-14]，另一类是为每个问题设计创造出间隔的归约方法和框

架。后者的主要问题是方法较为分散，例如关于 𝑘-团问题的一系列工作是基于并行
编码的[15-19]，关于 𝑘-集合覆盖问题（等价地，支配集问题）的系列工作既有基于编码
的[20]，又有基于组合方法的[21-24]。关于参数问题近似困难性的研究现状，读者可参

阅 Feldmann等人的综述论文[25]。

1.2 本文贡献

本文进一步发展了参数问题近似困难性研究领域中的组合方法，首次提供或简

化了几个问题的参数近似困难性的证明。具体而言，本文的工作涉及以下两方面。

第一，本文给出了几个参数化编码问题和格问题近似困难性的简化证明，该证明

使用的技术非常初等，且大大缩短了之前结果[26-27]所需的归约链，给出了更好的参

数，从而在合理的困难性假设下给出了这几个编码问题和格问题，不论是精确算法还

是常数比近似算法都适用的更紧的时间下界。

第二，本文首次证明了对参数化 2-约束满足问题（2CSP）多赋值量的常数比近
似是W[1]-困难的。在此基础之上，本文给出了从这一问题到参数化精确覆盖问题的
归约，由此证明了精确覆盖问题的任意常数比近似也是W[1]-困难的。
这两方面结果的核心构造都依赖于之前关于临界图和编码问题的研究[23-24,28]，使

用的方法非常初等简单，且绕开了近似困难性领域之前极其依赖的 PCP定理技术。本
文使用的技术为将来证明更多参数问题近似困难性提供了新的思路。

1.3 文章结构

本文在第 2章对要用到的背景知识进行简要介绍。第 3章介绍本文两方面结果所
依赖的技术工具，即编码的碰撞数分析。第 4章介绍本文中关于参数化的编码问题和
格问题的近似困难性证明，包括最近编码问题、最短距离问题、最近向量问题、最短

向量问题等。第 5章介绍本文中关于参数化 2-约束满足问题（2CSP）的多赋值量的近

2
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似困难性证明，以及这一证明的推广和应用。第 4章和第 5章间较为独立，可以分别
阅读。最终，在第 6章中对本文结果进行总结与展望。

3
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第 2章 预备知识

本章介绍本文中所需的符号约定和预备知识。

我们分别使用N,N+,R,Z表示自然数集、正整数集，实数集和整数集。对素数幂 𝑝，

我们使用 F𝑝 表示有 𝑝个元素的伽罗瓦域。对正整数 𝑛，我们使用 [𝑛] = {1, 2, · · · , 𝑛}。
对集合 𝑆，使用 2𝑆 表示 𝑆的幂集。对向量 ®𝑣或字符串 𝑥，®𝑣 [𝑖] 和 𝑥 [𝑖] 分别表示 ®𝑣和 𝑥

的第 𝑖个位置的内容。

对于向量 ®𝑣 ∈ R𝑑，令 | |®𝑣 | |0 为 ®𝑣 中非零位置的数量（即 0-范数）。对任意 𝑝 ≥ 1，

定义向量 ®𝑣在实数意义下的 𝑝-范数为

| | ®𝑤 | |𝑝 =

( ∑
𝑖∈[𝑑 ]

®𝑤 [𝑖] 𝑝
)1/𝑝

对字母表 𝛴 上长度为 𝑚的字符串 𝑥, 𝑦 ∈ 𝛴𝑚，用 dist(𝑥, 𝑦)表示 𝑥和 𝑦的相对汉明

距离，即

dist(𝑥, 𝑦) = |{𝑖 ∈ [𝑚] : 𝑥 [𝑖] ≠ 𝑦[𝑖]}|
𝑚

。

用 | |𝑥 − 𝑦 | |0表示 𝑥和 𝑦的汉明距离，即

| |𝑥 − 𝑦 | |0 = |{𝑖 ∈ [𝑚] : 𝑥 [𝑖] ≠ 𝑦[𝑖]}|。

注意到当 𝑝 = 0时，实向量的 0-范数就等价于它与全零向量的汉明距离，因此我们使
用 | |𝑥 − 𝑦 | |0表示。
我们使用一些约定俗成的渐近记号，包括 𝑂, 𝑜, 𝛺, 𝜔,𝛩。对函数 𝑓 , 𝑔 : [0,+∞) →

[0,+∞)，
• 𝑓 = 𝑂 (𝑔)代表存在常数 𝑐 > 0，

lim
𝑛→+∞

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) ≤ 𝑐；

• 𝑓 = 𝑜(𝑔)代表
lim

𝑛→+∞

𝑓 (𝑥)
𝑔(𝑥) = 0；

• 𝑓 = 𝛺(𝑔)代表存在常数 𝑐 > 0，

lim
𝑛→+∞

𝑔(𝑥)
𝑓 (𝑥) ≤ 𝑐；

5
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• 𝑓 = 𝜔(𝑔)代表
lim

𝑛→+∞

𝑔(𝑥)
𝑓 (𝑥) = 0；

• 𝑓 = 𝛩(𝑔)代表 𝑓 = 𝑂 (𝑔)且 𝑓 = 𝛺(𝑔)。

2.1 参数复杂性

我们简述文中所需的参数复杂性知识，关于该领域的详细介绍，读者可参阅相关

书籍[29-31]。对于基本的计算复杂性领域介绍，可参阅相关中外文书籍[32-33]。

定义 2.1 (参数化问题) 一个参数化问题 (𝐿, 𝜅) 由语言 𝐿 ⊆ {0, 1}∗ 和多项式时间可计
算函数 𝜅 : {0, 1}∗ → N构成的有序对，其中 𝜅被称为参数。

参数复杂性中的“高效计算”定义如下：

定义 2.2 (固定参数可解) 一个参数问题的 (𝐿, 𝜅)算法 𝐴被称作固定参数可解（FPT）
当且仅当存在一个可计算函数 𝑓，使得对任意输入 𝑥 ∈ {0, 1}∗，𝐴(𝑥)的运行时间不超
过 𝑓 (𝜅(𝑥)) · |𝑥 |𝑂 (1)。
一个参数问题的 (𝐿, 𝜅)被称作固定参数可解（FPT）当且仅当存在一个 FPT的算

法 𝐴求解该问题。

接下来，我们定义参数复杂性中的归约方式。

定义 2.3 一个从问题 (𝐿, 𝜅) 到问题 (𝐿′, 𝜅′) 的 FPT归约是一个满足如下性质的函数
𝑓 : {0, 1}∗ → {0, 1}∗：

• 𝑓 可在 FPT时间内计算；
• 𝑥 ∈ 𝐿当且仅当 𝑓 (𝑥) ∈ 𝐿′；
• 存在可计算函数 𝑔 : N→ N满足对任意 𝑥 ∈ {0, 1}∗，𝜅′( 𝑓 (𝑥)) ≤ 𝑔(𝜅(𝑥))。

在引入参数复杂性中的困难类之前，我们先给出一个经典问题——𝑘-团问题（以
下记为 𝑘-CLIQUE）的定义。

𝑘-CLIQUE
输入实例：图 𝐺 = (𝑉, 𝐸)和整数 𝑘，𝑉, 𝐸 分别为 𝐺 的顶点集和边集。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 𝐺 中存在一个顶点数为 𝑘 的完全子图。

(NO) 𝐺 中的任意完全子图的顶点数均小于 𝑘。

6
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与 FPT相对应，参数复杂性中被认为是“困难”的复杂性类是W[1]。该复杂性
类有完整的逻辑和电路刻画[30]。在此为简便起见，我们引用已有的结果如下。

定理 2.1 ([30]) 𝑘-团问题是W[1]-完全的，即：𝑘-CLIQUE在W[1]中，且W[1]中的所有
问题均可 FPT-归约到 𝑘-CLIQUE。

2.2 近似算法

近似算法是在高效精确算法（基于某些合理的计算复杂性假设下）被证明不存

在时的放松。本节我们简单介绍近似算法和近似比的概念，更多背景知识可参阅 V.
Vazirani的专著[34]。首先我们引入优化问题及其最优解的简要定义，严格的定义可参

阅上述专著[34]的附录 A。

定义 2.4 (优化问题) 优化问题 𝛱 是一个最小化或最大化问题。每个问题 𝛱 都有一

个多项式时间可计算的目标函数 𝑓 : {0, 1}∗ → R，每个实例 𝐼 存在一个可行解的集

合。对于最小化问题的实例 𝐼，其最优解的目标函数值（记为 𝑂𝑃𝑇 (𝐼)）即为所有可
行解的目标函数值中的最小值（最大化问题反之）。

下面我们给出近似比的定义。

定义 2.5 (近似比) 对一个最小化（最大化）问题 𝛱 的算法 𝐴，若存在某个函数 𝛾 :

N→ [1,+∞)使得对任意实例 𝐼，𝐴(𝐼) ≤ 𝛾(|𝐼 |) ·𝑂𝑃𝑇 (𝐼)（若为最大化问题，则 𝐴(𝐼) ≥
𝑂𝑃𝑇 (𝐼)/𝛾( |𝐼 |)），则称 𝐴为问题 𝛱 的 𝛾-近似算法，𝛾被称为算法 𝐴的近似比。

注 近似比 𝛾 为常数时是易于理解的。而当 𝛾 是一个与输入规模有关的函数时，近

似解的质量会随着输入规模大小增加而变差。例如，最小化问题中的集合覆盖问题

（SET COVER）最优的近似算法的近似比为 𝛾 = 𝑂 (log |𝐼 |)（参见 Vazirani的专著[34]的第

2章）。

2.3 纠错码

纠错码是计算机科学和信息论中的核心工具之一。本文中讨论的问题和使用的

构造方法均与纠错码紧密相关。本小节给出纠错码的一般定义。

定义 2.6 (纠错码) 字母表 𝛴 上长度为 𝑚，相对距离为 𝛿 > 0的纠错码是 𝛴𝑚 的满足

如下性质的非空子集 C：对任意 𝑥, 𝑦 ∈ C，若 𝑥 ≠ 𝑦，则 dist(𝑥, 𝑦) ≥ 𝛿。

7
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在考虑编码问题的解码或距离时，我们常将问题限制在线性纠错码上,其定义如
下。

定义 2.7 (线性纠错码) C ⊆ 𝛴𝑚 是字母表 𝛴 上长度为 𝑚 的纠错码，且 𝛴𝑚 为线性空

间，C为其子空间，则 C为线性纠错码。

2.4 问题定义

本小节定义本文中讨论的几个计算问题。为表一般性，本节中我们考虑对任意

𝛾 ≥ 1，定义所讨论的问题的 𝛾-近似版本，当近似比 𝛾 = 1时即退化为精确求解的版

本。

2.4.1 编码问题与格问题

我们定义 𝑘-最近邻编码问题（𝑘-NEAREST CODEWORD PROBLEM，下文中当在 F𝑝

上讨论该问题时，将其简记为 𝑘-NCP𝑝）。

𝛾-GAP-𝑘-NCP𝑝

输入实例：整数 𝑑，多重向量集合 𝑉 ⊆ F𝑑
𝑝，向量 ®𝑡 ∈ F𝑑

𝑝，整数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在系数 𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 ∈ F𝑝\{0}和向量 ®𝑤 ∈ F𝑑
𝑝，| |𝑤 | |0 ≤ 𝑘，使

得 𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼𝑛®𝑣𝑛 + ®𝑤 = ®𝑡。
(NO) 对任意系数 𝛼1, · · · , 𝛼𝑛 ∈ F𝑝\{0}，令 ®𝑤 = ®𝑡−(𝛼1®𝑣1+· · ·+𝛼𝑛®𝑣𝑛)，

则 | | ®𝑤 | |0 > 𝛾𝑘。

与 𝑘-NCP𝑝 等价的是 𝑘-近似解码问题（𝑘-MAXIMUM LIKELIHOOD DECODING，下
文中当在 F𝑝 上讨论该问题时，将其简记为 𝑘-MLD𝑝）。

𝛾-GAP-𝑘-MLD𝑝

输入实例：整数 𝑑，多重向量集合 𝑉 ⊆ F𝑑
𝑝，向量 ®𝑡 ∈ F𝑑

𝑝，整数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在系数 𝛼1, · · · , 𝛼𝑘 ∈ F𝑝\{0}及𝑉中不同向量 ®𝑣1, · · · , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉
使得 𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼𝑘®𝑣𝑘 = ®𝑡。

(NO) 对任意 ℓ < 𝛾𝑘，任意 𝛼1, · · · , 𝛼ℓ ∈ F𝑝\{0} 及 𝑉 中不同向量

®𝑣1, · · · , ®𝑣ℓ ∈ 𝑉，𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼ℓ®𝑣ℓ ≠ ®𝑡。

8
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注 𝑘-NCP𝑝和 𝑘-MLD𝑝本质上是给定一个目标 ®𝑡和一个线性码 C ⊆ F𝑑
𝑝，分别以线性

码的生成矩阵（generating matrix）和奇偶校验矩阵（parity-check matrix）为视角讨论
码字与 ®𝑡的距离。为了使正实例中的各系数均不为零，我们将输入的向量集合定义为
多重集，并假设其中存在 𝑘 − 1个全零向量。等价地，我们可以定义为简单集合，去

除所有全零和重复向量，并将正实例规定为系数不全为零。

为了方便后面的归约过程，我们给出 𝑘-MLD𝑝 的一个特殊版本。容易证明该特

殊版本和原版本是等价的。

𝛾-GAP-𝑘-COLOREDMLD𝑝

输入实例：整数 𝑑，𝑘 个多重向量集合 𝑉1, . . . , 𝑉𝑘 ⊆ F𝑑
𝑝，向量 ®𝑡 ∈ F𝑑

𝑝，整

数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 使得 ®𝑣1 + · · · + ®𝑣𝑘 = ®𝑡。
(NO) 对任意 ℓ < 𝛾𝑘，任意 𝛼1, · · · , 𝛼ℓ ∈ F𝑝\{0} 及 ®𝑣1, . . . , ®𝑣ℓ ∈

𝑉1 ∪ · · · ∪𝑉𝑘，𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼ℓ®𝑣ℓ ≠ ®𝑡。

注 注意到可以将 𝑘-MLD𝑝的实例中每个向量 ®𝑣变为 ®𝑣, 2®𝑣, · · · , (𝑝−1)®𝑣, ®0，并将向量
集合复制 𝑘 份即可得到等价的 𝛾-GAP-𝑘-COLOREDMLD𝑝 实例。

反之，向 𝛾-GAP-𝑘-COLOREDMLD𝑝 实例中 𝑉𝑖 内的向量末尾添加一个 ®𝑒𝑖（只有第 𝑖

位是 1，其余位全 0），再向 ®𝑡 末尾添加长为 𝑘 的全 1向量，即可得到等价的 𝑘-MLD𝑝

实例。

前述 NCP的齐次版本即为参数化最短距离问题（MINIMUM DISTANCE PROBLEM，
定义如下。

𝛾-GAP-𝑘-MDP𝑝

输入实例：整数 𝑑，向量集合 𝑉 = {®𝑣1, · · · , ®𝑣𝑛} ⊆ F𝑑
𝑝，整数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在非全零的系数 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ F𝑝使得 | |𝑐1®𝑣1+ · · · + 𝑐𝑛®𝑣𝑛 | |0 ≤
𝑘。

(NO) 对任意非全零的系数 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ F𝑝，| |𝑐1®𝑣1 + · · · + 𝑐𝑛®𝑣𝑛 | |0 >
𝛾𝑘。
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以下为两个和上述编码问题紧密相关的格问题。首先是参数化的最近向量问题

（CLOSEST VECTOR PROBLEM，当使用 𝑝-范数时简记为 CVP𝑝），该问题考虑给定的格和

给定的向量在 𝑝-范数意义下是否接近。

𝛾-GAP-𝑘-CVP𝑝

输入实例：整数 𝑑，整数向量集合 𝑉 = {®𝑣1, · · · , ®𝑣𝑛} ⊆ Z𝑑，目标向量
®𝑡 ∈ Z𝑑，整数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在系数 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ Z和 ®𝑤 ∈ Z𝑑，| |𝑤 | |𝑝𝑝 ≤ 𝑘，使得 𝑐1®𝑣1 +
· · · + 𝑐𝑛®𝑣𝑛 + ®𝑤 = ®𝑡。

(NO) 对任意 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ Z，令 ®𝑤 = ®𝑡 − (𝑐1®𝑣1 + · · · + 𝑐𝑛®𝑣𝑛)，则
| | ®𝑤 | |𝑝𝑝 > 𝛾𝑘。

CVP的齐次版本即为参数化最短向量问题（SHORTEST VECTOR PROBLEM，简记为
SVP），定义如下。

𝛾-GAP-𝑘-SVP𝑝

输入实例：整数 𝑑，整数向量集合 𝑉 = {®𝑣1, · · · , ®𝑣𝑛} ⊆ Z𝑑，整数 𝑘。

参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在非全零的系数 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ Z使得 | |𝑐1®𝑣1 + · · · + 𝑐𝑛®𝑣𝑛 | |𝑝𝑝 ≤
𝑘。

(NO) 对任意非全零的系数 𝑐1, · · · , 𝑐𝑛 ∈ Z，都有 | |𝑐1®𝑣1 + · · · +
𝑐𝑛®𝑣𝑛 | |𝑝𝑝 > 𝛾𝑘。

一些文献（例如[27]）中对 𝑝范数下格问题的定义为

| |𝑤 | |𝑝 =≤ 𝑘，

这一定义与本文中使用的定义

| |𝑤 | |𝑝𝑝 =≤ 𝑘，

在数值上有 𝑝次方的差异，但在其它方面性质一致，所以也是等价的。
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2.4.2 约束满足问题

本小节介绍本文所讨论的参数化的 2-约束满足问题（2-CONSTRAINT SATISFACTION
PROBLEM，简记为 2CSP）及其变种。

2CSP
输入实例：变量集合 𝑋，集合 𝛴 = ¤⋃𝑥∈𝑋𝛴𝑥，约束集合𝛷。每个 𝛴𝑥 为变

量 𝑥 ∈ 𝑋 允许的取值，𝛷 中的每个约束为 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)，
其中 𝑥 𝑗1 , 𝑥 𝑗2 为 𝑋 中变量，𝐶 𝑗 为 𝛴𝑥 𝑗1

× 𝛴𝑥 𝑗2
的子集。

参数: |𝑋 |
问题: 区分以下两种情况：

(YES) 存在赋值 𝜎 : 𝑋 → 𝛴 使得

1. 对任意 𝑥 ∈ 𝑋，𝜎(𝑥) ∈ 𝛴𝑥；

2. 对任意 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)，(𝜎(𝑥 𝑗1), 𝜎(𝑥 𝑗2)) ∈ 𝐶 𝑗

同时满足。

(NO) 所有满足条件 1的赋值 𝜎 : 𝑋 → 𝛴 均不能同时满足所有约

束。

对任意 0 < 𝜀 ≤ 1，定义上述问题的近似版本如下

𝜀-GAP-2CSP
输入实例：与 2CSP相同。
参数: |𝑋 |
问题: 区分以下两种情况：

(YES) 与 2CSP相同。
(NO) 所有满足条件 1的赋值 𝜎 : 𝑋 → 𝛴 均只满足少于 𝜀 比例的

约束。

上述近似问题是在满足的约束数量上的放松。我们还可以在“赋值”的定义上作

放松。将前文中的赋值记为“单赋值”，我们定义多赋值（multi-assignment）及其满
足性如下：

定义 2.8 (多赋值) 一个 2CSP问题实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷) 的多赋值是一个函数 𝜎̂ : 𝑋 →
2𝛴，且满足对任意 𝑥 ∈ 𝑋，𝜎̂(𝑥) ⊆ 𝛴𝑥。对约束 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)，若存在 𝑎 ∈ 𝜎̂(𝑥 𝑗1), 𝑏 ∈
𝜎̂(𝑥 𝑗2)使得 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶 𝑗，则称 𝜎̂满足约束 𝜑 𝑗。

一个多赋值 𝜎̂的个体大小定义为 max𝑥∈𝑋 |𝜎̂(𝑥) |，总大小定义为
∑

𝑥∈𝑋 |𝜎̂(𝑥) |。

11
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令 𝑟 ≥ 1。对于一个 2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)，若存在一个个体大小不超过 𝑟 的

多赋值 𝜎̂满足 𝛱，则称 𝛱 是𝑟-列表可满足的（可以将多赋值看作一个列表）；若存在
一个总大小不超过 𝑟 · |𝑋 |的多赋值 𝜎̂满足 𝛱，则称 𝛱 是𝑟-平均列表可满足的。注意
到满足 𝛱 的多赋值永远存在，因此我们的目标是优化满足 𝛱 的多赋值的大小。

我们定义判定这两种可满足性的问题如下：

𝑟-LIST-2CSP
输入实例：与 2CSP相同。
参数: |𝑋 |
问题: 区分以下两种情况：

(YES) 该实例存在满足的单赋值。

(NO) 该实例不是 𝑟-列表可满足的。

𝑟-AVGLIST-2CSP
输入实例：与 2CSP相同。
参数: |𝑋 |
问题: 区分以下两种情况：

(YES) 该实例存在满足的单赋值。

(NO) 该实例不是 𝑟-平均列表可满足的。

注 𝑟-AVGLIST-2CSP 在文献[35]中也被写作 AVG-𝑟-GAP-2CSP。我们使用这个名称是为
了强调其多赋值属性，避免与 𝜀-GAP-2CSP混淆。

2.4.3 其它相关问题

对 𝑟 ≥ 1，定义 𝑘-精确覆盖问题（𝑘-EXACTCOVER）的近似版本如下：

𝑟-GAP-𝑘-EXACTCOVER
输入实例：整数 𝑘，集合𝑈，一族𝑈 的子集 S。
参数: 𝑘

问题: 区分以下两种情况：

(YES) S 中存在不超过 𝑘 个不相交的集合，它们组成 𝑈 的一个划

分。

(NO) 𝑈 不是任意 𝑟 · 𝑘 个 S中集合的并。

我们给出下文中几个指数时间假设里所讨论的 3SAT问题的定义。这也是计算复
杂性和相关领域中一个核心问题。

12
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3SAT
输入实例：一个含有 𝑛个变量，𝑚个子句的 3-合取范式 𝜑（即 𝜑的每个

子句包含 3个变量）。
问题：判定 𝜑是否可满足。

2.5 复杂性假设

假设 2.1 (指数时间假设[4-5]，Exponential Time Hypothesis，以下简记为 ETH) 存在常
数 𝑐0 > 0，有 𝑛个变量的 3SAT实例无法在 𝑂 (2𝑐0𝑛)时间内解决。

文献[5]（参见[30]第 16.3节）给出了一个算法，将任意 SAT实例转化为等价但子
句数量线性于变量数量的合取范式的并，称为“稀疏化引理”（Sparsification Lemma）。
这一引理在 3SAT实例的背景下可以如下表述。

引理 2.1 (稀疏化引理) 存在一个可计算函数 𝑔 : N → N使得，对任意 𝑘, 𝑛 ∈ N和任
意含有 𝑛个变量的 3-合取范式 𝜑，存在一个公式

𝛽 =
∨
𝑖∈[𝑡 ]

𝜑𝑖

满足：

1. 𝛽与 𝜑等价；

2. 𝑡 ≤ 2𝑛/𝑘；

3. 每个 𝜑𝑖 中的子句都由原公式 𝜑 中某个子句至多删除一些变量得到，且每个变

量至多在 𝜑𝑖 中出现 𝑔(𝑘)次。
另外，存在一个算法以整数 𝑘, 𝑛和公式 𝜑为输入，在 2𝑛/𝑘 · |𝜑|𝑂 (1) 时间内输出 𝛽。

如果假设 2.1对于常数 𝑐0 > 0成立，我们可以取满足 𝑘 > 1
𝑐0
和 2𝑛/𝑘 · |𝜑|𝑂 (1) · 2𝑐′𝑛 <

2𝑐0𝑛的常数 𝑐 > 0, 𝑘 > 1，应用引理 2.1得到至多 𝑡 = 2𝑛/𝑘 个 3-合取范式 {𝜑𝑖}𝑖∈[𝑡 ]，且每
个 𝜑𝑖 中至多有 𝑔(𝑘) · 𝑛 = 𝑂 (𝑛)个子句。由此，我们得到下面的等价假设。

假设 2.2 (稀疏化后的 ETH) 存在常数 𝑐 > 0，𝑛个变量，𝑂 (𝑛)个子句的 3SAT实例无
法在 𝑂 (2𝑐𝑛)时间内解决。

同理，应用引理 2.1，我们可以给出随机算法下的指数时间假设如下。

假设 2.3 (随机指数时间假设) 存在常数 𝑐 > 0，𝑛个变量，𝑂 (𝑛)个子句的 3SAT实例
无法被随机算法在 𝑂 (2𝑐𝑛)时间内解决。

13



第 2章 预备知识 上海交通大学硕士学位论文

假设 2.4 (参数不可近似假设[36]，Parameterized Inapproximability Hypothesis，以下简记
为 PIH) 存在常数 𝜖 > 0，𝜖-GAP-2CSP没有 FPT算法。

2.6 概率不等式

定理 2.2 (一致界，Union Bound) 对 0 ≤ 𝜖1, · · · , 𝜖𝑛 ≤ 1，事件 𝑋1, · · · , 𝑋𝑛满足

Pr[𝑋𝑖] ≤ 𝜖𝑖，

有

Pr[𝑋1 ∧ · · · ∧ 𝑋𝑛] ≤
∑
𝑖∈[𝑛]

𝜖𝑖。

定理 2.3 (切尔诺夫不等式) 考虑一列独立同分布的随机变量 𝑋1, 𝑋2, · · · , 𝑋𝑛 ∈ {0, 1}。
记 𝑋 =

∑
𝑖∈[𝑛] 𝑋𝑖，𝜇 = E[𝑋]。对任意 0 < 𝛿 < 1，

Pr [𝑋 ≤ (1 − 𝛿)𝜇] ≤ exp
(
−𝜇𝛿

2

2

)
。
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第 3章 技术工具：纠错码的碰撞数

本章介绍后文中使用的技术工具：纠错码的碰撞数[23-24]（collision number）。
令 C ⊆ 𝛴𝑚 为字母表 𝛴 上长度为 𝑚 的编码，𝑥, 𝑦 是 C 的两个不同的码字。若对

于某个 𝑖 ∈ [𝑚]，𝑥 [𝑖] = 𝑦[𝑖]，则称 𝑥, 𝑦 在第 𝑖 位上碰撞（collide）。对 C 的非空子集
𝑆，若存在不同的 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆且 𝑥 [𝑖] = 𝑦[𝑖]，则称 𝑆在第 𝑖位上碰撞。我们称 𝑆的碰撞集

ColSet(𝑆)为
ColSet(𝑆) = {𝑖 ∈ [𝑚] : 𝑆在第 𝑖位上碰撞}

定义 3.1 (编码的碰撞数) 对任意 0 < 𝜀 ≤ 1，编码 C的 𝜀-碰撞数 Col𝜀 (C)定义为不超
过 |C| + 1且满足以下条件的最大正整数 𝑠：

对任意大小严格小于 𝑠的 C的子集 𝑆′，|ColSet(𝑆′) | ≤ 𝜀𝑚。

直观而言，对 0 < 𝜀 ≤ 1，编码 C 的 𝜀-碰撞数 Col𝜀 (C) 指的是有超过 𝜀比例的位

置都存在不同的两个码字碰撞的码字集合所需要的大小。

3.1 相对距离与碰撞数

直觉上来说，对于相对距离为 𝛿的编码 C，任两个码字 𝑥, 𝑦所能产生的碰撞位数

至多是 𝛿 · 𝑚。当 𝛿 � 𝜀 时，需要收集非常多的码字才能在 𝜀 比例位置产生碰撞。这

一简单的直觉被下述定理证实，参见[23-24]。为了维护论文的完整性，本文在此附上证

明。

定理 3.1 对任意常数 0 < 𝜀 ≤ 1，相对距离为 𝛿（0 < 𝛿 < 𝜀）的纠错码 C 的碰撞数
Col𝜀 (C) ≥

√
2𝜀

1−𝛿。

证明 令 𝑆 ⊆ C满足 |ColSet(𝑆) | > 𝜀𝑚。对任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆，若 𝑥 ≠ 𝑦，则

𝐿𝑥,𝑦 = |{𝑖 ∈ [𝑚] : 𝑥 [𝑖] = 𝑦[𝑖]}| < (1 − 𝛿) · 𝑚

但同时，由 𝑆的定义知 ∑
𝑥,𝑦∈𝑆,𝑥≠𝑦

𝐿𝑥,𝑦 > 𝜀 · 𝑚
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由于上述和式中至多有
( |𝑆 |

2

)
项，我们有(
|𝑆 |
2

)
· (1 − 𝛿)𝑚 > 𝜀 · 𝑚

解之得

|𝑆 | >
√

𝜀

1 − 𝛿
■

我们考虑常见的 Reed-Solomon 编码[37]如下。给定有限域 𝛴，输入长度 𝑟，输

出长度 𝑚，且 𝑟 < 𝑚 ≤ |𝛴 |，首先固定 𝛴 中的 𝑚 个不同元素 𝛼1, 𝛼2, · · · , 𝛼𝑚。定义

C𝑅𝑆 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚为：对任意输入 𝑥 = (𝑥1, · · · , 𝑥𝑟 ) ∈ 𝛴 𝑟，

C𝑅𝑆 (𝑥) =
(

𝑟∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 · (𝛼1) 𝑗−1,
𝑟∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 · (𝛼2) 𝑗−1, · · · ,
𝑟∑
𝑗=1

𝑥 𝑗 · (𝛼𝑚) 𝑗−1

)
∈ 𝛴𝑚

定理 3.2 (Reed-Solomon编码的距离[37]) C𝑅𝑆 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚的相对距离至少为 1 − 𝑟
𝑚
。

定理 3.1和定理 3.2可以推出 Reed-Solomon编码的碰撞数如下：

定理 3.3 对任意 0 < 𝜀 ≤ 1，有限域 𝛴，整数 𝑟, 𝑚满足 𝑟 < 𝑚 ≤ |𝛴 |，任意Reed-Solomon
编码 C𝑅𝑆 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚满足 Col𝜀 (C) ≥

√
2𝜀𝑚
𝑟
。

3.2 随机码的碰撞数

在后面的归约中，我们希望所用到的编码的碰撞数更大的同时编码长度更短。因

此我们分析随机码的碰撞数，给出更优的参数，并分析上一节中从距离得到碰撞数这

一方法的瓶颈所在。首先给出随机码的定义。

定义 3.2 令 𝑚 > 𝑟 > 0为整数，对每个输入 𝑥 ∈ 𝛴 𝑟，独立且均匀随机地选取 𝑦𝑥 ∈ 𝛴𝑚。

定义随机码 C𝑅 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚为：

C𝑅 (𝑥) = 𝑦𝑥

引理 3.1 对任意常数 0 < 𝜀 ≤ 1和随机码 C𝑅 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚，若 𝑚 ≥ 16 1
𝜀2 |𝛴 |1/3𝑟 ln |𝛴 |且

|𝛴 | = 𝜔(1)，则以概率 1 − 𝑜(1)，C𝑅 满足 Col𝜀 (C𝑅) > |𝛴 |1/3。

证明 我们证明 Col𝜀 (C𝑅) ≤ |𝛴 |1/3的概率可以忽略不计。注意到事件

“Col𝜀 (C𝑅) ≤ |𝛴 |1/3”
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等价于事件

“存在大小为 |𝛴 |1/3的集合 𝑆 ⊆ C𝑅，𝑆在超过 𝜀𝑚个位置存在碰撞”。

接下来我们对该事件发生的概率的上限作估计。

首先，我们说明对随机码 C𝑅的任意大小为 |𝛴 |1/3的子集 𝑆以及任意位置 𝑖 ∈ [𝑚]，
𝑆不在第 𝑖位碰撞的概率很高。将 𝑆中元素列出为

𝑆 = {𝑥1, · · · , 𝑥 |𝑆 |}。

注意到“𝑆不在第 𝑖位碰撞”意味着 𝑥1 [𝑖], · · · , 𝑥 |𝑆 | [𝑖] 均不相同。对 1 ≤ 𝑗 ≤ |𝑆 |，定义
事件 𝐸 𝑗 为

“𝑥 𝑗 [𝑖] 不在 {𝑥𝑐 [𝑖]}1≤𝑐< 𝑗 中”，

则前述事件等价于

𝐸1 ∧ · · · ∧ 𝐸 |𝑆 |。

该事件发生的概率下限为：

Pr[𝑥1 [𝑖], · · · , 𝑥 |𝑆 | [𝑖]均不相同]
=Pr[𝐸1 ∧ · · · ∧ 𝐸 |𝑆 |]
=Pr[𝐸1] · Pr[𝐸2 | 𝐸1] · · · Pr[𝐸𝑆 | 𝐸1 ∧ · · · ∧ 𝐸 |𝑆 |−1]

=1 · |𝛴 | − 1
|𝛴 | · · ·

|𝛴 | − (|𝑆 | − 1)
|𝛴 | (条件概率中每一项减少一种选择)

≥
(
|𝛴 | − |𝛴 |1/3
|𝛴 |

) |𝛴 |1/3
=

(
1 − 1
|𝛴 |2/3

) |𝛴 |1/3
=

(
1 − 1
|𝛴 |2/3

) |𝛴 |2/3 · 1
|𝛴 |1/3

≥
(
1
4

) 1
|𝛴 |1/3

=1 − 𝑜(1)

其中最后一个不等式成立的原因是对 𝑛 ≥ 2，

(1 − 1
𝑛
)𝑛 ≥ 1

4
。

记上述概率为 𝛥。
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之后，我们计算大小为 |𝛴 |1/3的 𝑆在超过 𝜀𝑚个位置均存在碰撞的概率上限。令

𝐵𝑖 为表示事件“𝑆 不在第 𝑖 位碰撞”的指示变量，且记 𝐵 =
∑𝑚

𝑖=1 𝐵𝑖 为 𝑆 不产生碰撞

的位置数。则 𝑆在超过 𝜀𝑚个位置碰撞等价于

𝐵 < (1 − 𝜀)𝑚。

由期望的线性性质，

E[𝐵] =
𝑚∑
𝑖=1

E[𝐵𝑖] = 𝛥𝑚.

由随机码的性质可知，𝐵1, · · · , 𝐵𝑚相互独立。应用切尔诺夫不等式（定理 2.3）有：

Pr[𝐵 ≤ (1 − 𝜀)𝑚] =Pr[𝐵 ≤ 𝛥𝑚 − (𝛥 − 1 + 𝜀)𝑚]

≤ exp
(
− (𝛥 − 1 + 𝜀)2𝛥𝑚

2𝛥2

)
= exp

(
− (𝛥 − 1 + 𝜀)2

2𝛥
𝑚

)
≤ exp

(
− (𝛥 − 1 + 𝜀)2

2
𝑚

)
(由于𝛥 ≤ 1)

≤ exp
(
−1

8
𝜀2𝑚

)
(由于𝛥 − 1 + 𝜀 = 𝜀 − 𝑜(1) ≥ 1

2
𝜀).

至多存在

( |𝛴 |𝑟 ) |𝛴 |1/3

个大小为 |𝛴 |1/3的 C𝑅 的子集，对所有这些子集应用一致界（定理 2.2）得：

Pr[Col𝜀 (𝐶𝑅) ≤ |𝛴 |1/3] ≤ (|𝛴 |𝑟 ) |𝛴 |
1/3 · exp

(
−1

8
𝜀2𝑚

)
= 𝑒 |𝛴 |

1/3 ln |𝛴 |𝑟− 1
8 𝜀

2𝑚

≤ 𝑒−|𝛴 |
1/3 ln |𝛴 |𝑟

= 𝑜(1)

其中最后一个不等式因为

𝑚 ≥ 16
1
𝜀2 |𝛴 |

1/3 ln |𝛴 |𝑟

成立。由此我们论证了以 1 − 𝑜(1)的概率，

Col𝜀 (C𝑅) > |𝛴 |1/3。

■
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通过调整引理 3.1中的参数，我们得到如下的高碰撞数编码构造。

引理 3.2 对任意常数 𝑐 > 0和 0 < 𝜀 < 1，存在随机算法满足：输入正整数 𝑛, 𝑘，算

法构造出一个编码 C𝑅 ⊆ 𝛴𝑚，参数满足 |C| = 𝑛, |𝛴 | = 𝑂 (𝑘3), 𝑚 = 𝑂 (𝑘 log 𝑛)，且以高
概率满足 Col𝜀 (C𝑅) > 𝑐𝑘。该算法的运行时间为 𝑂 (𝑛𝑚 |𝛴 |)。

证明 算法即为从 𝛴𝑚 中独立随机挑选 |𝐶 | = 𝑛个字符串作为编码（也等价于编码的

每一位独立随机挑选）。因此，运行时间显然为

𝑂 (𝑛𝑚 |𝛴 |)。

令

|𝛴 | = 𝑐𝑘3 = 𝑂 (𝑘3)，

且记参数

𝑟 = log 𝑛/log |𝛴 |

使得 |𝛴 |𝑟 = 𝑛。令

𝑚 = 16
1
𝜀2 |𝛴 |

1/3 ln |𝛴 |𝑟 = 𝑂 (𝑘 log 𝑛)，

如此生成一个随机码

C𝑅 : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚。

由引理 3.1，以概率 1 − 𝑜(1)，随机码 C𝑅 满足

Col𝜀 (C𝑅) > |𝛴 |1/3 = 𝑐𝑘。

■

注 注意到使用几乎相同的分析方式，我们可以将引理 3.1推广到对任意大于等于 3

的整数 𝑡，若 𝑚 > 𝛺(|𝛴 |1/𝑡 log |𝛴 |𝑟)及 |𝛴 | = 𝜔(1)，则以很高概率满足

Col𝜀 (C𝑅) > |𝛴 |1/𝑡。

同理，对大于 3的常数 𝑡，令 |𝛴 | = 𝛺(𝑘 𝑡)，则引理 3.2可以被推广到参数一致但字母
表更大的编码上。

接下来是我们后文归约中使用到的一个“合并”的步骤。这一步使我们可以枚举

字母表很小的编码中的多个位置，以降低归约过程中的参数增长。
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引理 3.3 对任意常数 𝑐 > 1和 0 < 𝜀 < 1，存在随机算法满足：输入正整数 𝑛, 𝑘，算

法构造出一个编码 C ⊆ 𝛴𝑚，参数满足 |C| = 𝑛, |𝛴 | = 𝑂 (𝑛1/𝑘), 𝑚 = 𝑂 (𝑘2 log 𝑘)，且以
高概率满足 Col𝜀 (C) > 𝑐𝑘。该算法的运行时间为 𝑂 (𝑛1+1/𝑘 · 𝑘2 log 𝑘)。

证明 根据引理 3.2，使用相同的参数 𝑛, 𝑘，我们构造编码 C′ ⊆ (𝛴 ′)𝑚′，其中

|𝐶 | = 𝑛, |𝛴 ′ | = 𝑂 (𝑘3), 𝑚′ = 𝑂 (𝑘 log 𝑛)，

且以概率 1 − 𝑜(1)满足
Col𝜀 (C′) > 𝑐𝑘。

令 𝑔为一待定整数。我们的主要思路是将 C′中每 𝑔个位置合并为一个更大的字母表

中的单独位置。具体来说，令 𝛴 = (𝛴 ′)𝑔 以及 𝑚 = 𝑚′/𝑔，我们构造新的编码 C ⊆ 𝛴𝑚

如下。

对每一个 𝑤′ ∈ C′，我们令 C 中包含一个码字 𝑤 ∈ 𝛴𝑚。对 𝑖 ∈ [𝑚]，𝑤 的第 𝑖 位

定义为

𝑤 [𝑖] = (𝑤′ [𝑖𝑔], 𝑤′ [𝑖𝑔 + 1], . . . , 𝑤′ [𝑖𝑔 + 𝑔 − 1]).

若 Col𝜀 (C′) > ℎ，我们接下来证明 Col𝜀 (C) > ℎ。由碰撞数的定义（定义 3.1），我
们只需证明对任意 C的子集 𝑆，若 𝑆在超过 𝜀𝑚个位置产生碰撞，则 |𝑆 | > ℎ。令 𝑆为

在超过 𝜀𝑚个位置产生碰撞的子集。对任意 𝑆产生碰撞的位置 𝑖，存在 𝑤1, 𝑤2 ∈ 𝑆且

𝑤1 [𝑖] = 𝑤2 [𝑖]。

由于 C 由 C′ 中的码字合并中间位置而来，令 𝑆′ 为 𝑆 中码字在编码 C′ 中对应的码，
𝑤′1, 𝑤

′
2 ∈ 𝑆′为 𝑤1, 𝑤2对应的 C′的码字，则对所有 𝑖𝑔 ≤ 𝑗 < (𝑖 + 1)𝑔，有

𝑤′1 [ 𝑗] = 𝑤′2 [ 𝑗]。

由上述分析，我们得到 𝑆′ 在这些位置 𝑗 上产生碰撞。由于 𝑆在超过 𝜀比例的位置产

生碰撞，𝑆′自然也如此，从而

|𝑆′ | ≥ Col𝜀 (C′) > ℎ。

由 C 的构造我们知道，𝑆 和 𝑆′ 中的码字可以一一对应，从而 |𝑆 | = |𝑆′ | ≥ ℎ，即

Col𝜀 (C) > ℎ。结合引理 3.2，以概率 1 − 𝑜(1)满足

Col𝜀 (C) > 𝑐𝑘。
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最后，我们将待定常数 𝑔取为

𝑔 =
log 𝑛

𝑘 log |𝛴 ′ |，

则

|𝛴 | = ( |𝛴 ′ |)𝑔 = 𝑂 (𝑛1/𝑘), 𝑚 = 𝑚′/𝑔 = 𝑂 (𝑘2 log 𝑘).

算法的运行时间由引理 3.2代入相应参数即得。 ■

3.3 相关工作中碰撞数分析的瓶颈

现有两种方法分析一个随机编码有好的的碰撞数，第一种即为前文中的分析路

径，第二种是先证明随机码有很好的相对距离，再使用相关工作[23-24]中对碰撞数

分析的方法（即本文定理 3.1）论证碰撞数的下界。第一种方法给出的编码长度为
𝑂 (𝑘2 log 𝑘)，本节简要分析第二种方法瓶颈所在，并指出应用此类方法的编码长度是
𝛺(𝑘3)。
后文中我们需要一个碰撞数是 𝛺(𝑘) 的编码 C。由定理 3.1，C 的相对距离至少

应该是

𝛿 ≥ 1 − 1
𝛺(𝑘2) .

我们引入编码理论中的辛格尔顿界（Singleton Bound）如下：

定理 3.4 任意相对距离为 𝛿的编码 C : 𝛴 𝑟 → 𝛴𝑚须满足 𝑟 ≤ 𝑚 − 𝛿𝑚 + 1。

注意到定理 3.4适用于任意编码。关于它的详细讨论和证明可参见 Guruswami等
人的专著[38]的第 4章第 3节部分。对我们使用的编码参数应用定理 3.4，有

𝑚 − (1 − 1/𝛺(𝑘2))𝑚 + 1 ≥ 𝑟,

即

𝑚 ≥ 𝛺(𝑘2)𝑟.

后文中对 MLD 的归约需要给每个输入向量指派一个唯一的码字，因此要求 C ≥ 𝑛，

即 |𝛴 |𝑟 ≥ 𝑛，则

𝑟 ≥ log 𝑛
log |𝛴 | .
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最后，考虑引理 3.3中的“合并”过程，编码被合并到 𝑚′个位置中，每个新的位置包

含原来的 𝑔 = 𝑚
𝑚′ 个位置，则 𝑘 个新字母表的所有可能数量是

( |𝛴 |𝑔)𝑘 =|𝛴 |𝑘 𝑚
𝑚′

=2𝑘 𝑚
𝑚′ log |𝛴 |

≥2𝛺 (𝑘 ·𝑘2 log𝑛
log |𝛴 | log |𝛴 | )/𝑚′

=𝑛𝛺 (𝑘
3 )/𝑚′ .

为了高效枚举所有 𝑘 种组合，上述的大小需要是 𝑛的多项式，则 𝑚′ = 𝛺(𝑘3)。该下
界是紧的，因为注意到 Reed-Solomon码已经可以达到 𝑚′ = 𝑂 (𝑘3)。

3.4 本章小结

本章介绍了本论文的核心技术工具——纠错码的碰撞数。这一概念直观来源于

需要“覆盖”住常数比例的位置所需要选择的不同码字对的数量，且由此在定理 3.1中
给出了编码的距离与碰撞数的关系。之后，我们在第 3.2节探索了直接分析随机码的
碰撞数的方式，并在第 3.3节简单讨论了从距离导出碰撞数这一方法在编码理论上的
局限性，从而显示出随机码这一方法的优越性。
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第 4章 编码与格问题

本章讨论几个参数化编码问题和格问题的近似困难性。我们首先给出一个对 𝑘-
近似解码问题的创造间隔的归约，建立起近似该问题的困难性，再使用已有的归约将

困难性推广到其他问题上。

4.1 𝑘-MLD的近似困难性

我们先给出一个初步的归约构造，该构造可以清晰地展示我们归约的思路。该构

造将输入的 𝑘-COLOREDMLD𝑝 实例转化为一个特殊的 𝑘-MLD𝑝 实例。输出实例的向

量被分为两部分，一个可行解需要在两部分中各选取一定数量的向量，且在坏的情况

下，任意可行解需要在其中一部分里选择常数比例的向量。由于两部分内向量数量不

一致，在真正的归约中我们将对它进行一些修改以符合要求。

引理 4.1 存在算法满足：输入整数 𝑛, 𝑘, 𝑑, 𝑚，𝑘 个大小为 𝑛的向量集合 𝑉1, · · · , 𝑉𝑘 ⊆
F𝑑
𝑝，目标向量 ®𝑡 ∈ F𝑑

𝑝 以及编码 C ⊆ |𝛴 |𝑚，要求 C满足 |C| = 𝑛且 Col𝜀 (C) ≥ 𝑐𝑘，输出

向量集合 𝐴 = 𝐴1 ¤∪ · · · ¤∪𝐴𝑘 ⊆ F𝐷
𝑝 和 𝐵 = 𝐵1 ¤∪ . . . ¤∪𝐵𝑚 ⊆ F𝐷

𝑝 及目标向量 ®𝑡′ ∈ F𝐷
𝑝，其中

参数 𝐷 = 𝑂 (𝑑 + 𝑚𝑘 |𝛴 |)。算法运行时间是 𝑂 (𝑑𝑚2𝑘2 |𝛴 | (𝑛 + |𝛴 |𝑘))，且满足：
1. 若存在 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 满足

∑
𝑖∈[𝑘 ] ®𝑣𝑖 = ®𝑡，则存在向量 ®𝑎′1 ∈ 𝐴1, · · · , ®𝑎′𝑘 ∈ 𝐴𝑘

及 ®𝑏′1 ∈ 𝐵1, · · · , ®𝑏′𝑚 ∈ 𝐵𝑚求和为 ®𝑡′；
2. 若对任意向量 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘和系数 𝛼1, . . . 𝛼𝑘 ∈ F+𝑝，其线性组合 𝛼1®𝑣1+· · ·+

𝛼𝑘®𝑣𝑘 ≠ ®𝑡，则对任意向量的子集 𝑋 ⊆ 𝐴 ¤∪𝐵和系数 𝜆 : 𝑋 → F+𝑝，若
∑
®𝑥∈𝑋 𝜆(®𝑥)®𝑥 = ®𝑡′，

则至少满足下述两条之一：

• |𝑋 ∩ 𝐴| ≥ 𝑐𝑘 且 |𝑋 ∩ 𝐵| ≥ 𝑚；

• |𝑋 ∩ 𝐴| ≥ 𝑘 且 |𝑋 ∩ 𝐵| ≥ 2(1 − 𝜀)𝑚。

证明 输出的向量的维度（即长度）为 𝐷 = 𝑑+𝑚𝑘 |𝛴 | + 𝑘 +𝑚。我们把输出向量的维度
分为四部分，各自的长度分别是 𝑑, 𝑚𝑘 |𝛴 |, 𝑘, 𝑚。形式化地说，对输出的向量 𝑥 ∈ F𝐷

𝑝，

我们记：

• ®𝑥 (1) ∈ F𝑑
𝑝 为第 1部分；

• ®𝑥 (2) ∈ F𝑚𝑘 |𝛴 |
𝑝 为第 2部分；

• ®𝑥 (3) ∈ F𝑘
𝑝 为第 3部分；
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• ®𝑥 (4) ∈ F𝑚
𝑝 为第 4部分。

进一步地，我们将长为 𝑚𝑘 |𝛴 | 的第 2 部分分为 𝑚 个小部分，每个小部分长为 𝑘 |𝛴 |，
即记作

®𝑥 (2) = ®𝑥 (2,1) ◦ · · · ◦ ®𝑥 (2,𝑚)。

令 ®𝑒𝑖 为第 𝑖 位内容是 1，其它位置内容均为 0的向量。为简化记号，®𝑒𝑖 的维度
（长度）不再单独写出，而是取决于具体的语境。再令 𝜄 : 𝛴 → [|𝛴 |] 为一个多项式时
间计算的双射，且对任意 𝜎 ∈ 𝛴，我们记

®𝑒𝜎 = (

𝜄 (𝜎)−1︷   ︸︸   ︷
0, . . . , 0, 1, 0 . . . , 0︸                  ︷︷                  ︸

|𝛴 |

)。

在开始正式描述我们对向量的构造前，我们先给出一个简化的图示，帮助读者直

观地理解我们的构造，见图 4.1。

对每个 𝑖 ∈ [𝑘]，®𝑣 ∈ 𝑉𝑖 以及其所对应的编码码字 𝐶 (®𝑣) ∈ 𝛴𝑚，
在 𝐴𝑖 中有如下一个相应的向量：

每一部分的第 𝑖个位置 这一部分的第 𝑖个位置

𝑚个部分，对应于 C(®𝑣)的每个位置的独热编码

®𝑣 0 0 0 0 0 0 0 0 01· · ·

0 0 0 0 0 1· · · · · · 0

仅第 𝑗 个部分是非零的 这一部分的第 𝑗 个位置

®𝑏的每个位置的（负的）独热编码

对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，𝐵 𝑗 中对应于 ®𝑏 ∈ 𝛴 𝑘 的向量为：

目标向量：

®𝑡 0 1
图 4.1 主要构造的简化图示。具体详细的构造请参见图 4.2.

构造向量集合 𝐴：我们描述从原来的𝑉1, · · ·𝑉𝑘构造向量集合 𝐴的过程。对每个𝑉𝑖，注

意到 |𝑉𝑖 | = 𝑛且 |C| = 𝑛，我们向 𝑉𝑖 中的每个向量 ®𝑣指派一个唯一的码字，记作 C(®𝑣)。
对任意 𝑖 ∈ [𝑘] 和 ®𝑣 ∈ 𝑉𝑖，我们构造一个向量 ®𝑎𝑖, ®𝑣 ∈ F𝐷

𝑝 如下：
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• ®𝑎 (1)
𝑖, ®𝑣 = ®𝑣；

• 对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，®𝑎 (2, 𝑗 )
𝑖, ®𝑣 = (

(𝑖−1)︷   ︸︸   ︷
®0, . . . , ®0, ®𝑒C( ®𝑣) [ 𝑗 ] , ®0, . . . , ®0︸                           ︷︷                           ︸

𝑘

)；

• ®𝑎 (3)
𝑖, ®𝑣 = ®𝑒𝑖；

• ®𝑎 (4)
𝑖, ®𝑣 = ®0𝑚。

最后，令

𝐴𝑖 = { ®𝑎𝑖, ®𝑣 | ®𝑣 ∈ 𝑉𝑖}且 𝐴 = 𝐴1 ∪ · · · ∪ 𝐴𝑘 .

构造向量集合 𝐵：对每个 𝑗 ∈ [𝑚]和 ®𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑘) ∈ 𝛴 𝑘，构造向量 ®𝑏 𝑗 , ®𝜎 ∈ F𝐷
𝑝 如下：

• ®𝑏 (1)
𝑗 , ®𝜎 = ®0𝑑；

• ®𝑏 (2, 𝑗 )
𝑗 , ®𝜎 = (−®𝑒𝜎1 , · · · − ®𝑒𝜎𝑘

)；
• 对每个 𝑗 ′ ∈ [𝑚]\{ 𝑗}，®𝑏 (2, 𝑗

′ )
𝑗 , ®𝜎 = ®0𝑘；

• ®𝑏 (3)
𝑗 , ®𝜎 = ®0𝑘；

• ®𝑏 (4)
𝑗 , ®𝜎 = ®𝑒 𝑗。

最后，令

𝐵 𝑗 = {®𝑏 𝑗 , ®𝜎 | ®𝜎 ∈ 𝛴 𝑘}且 𝐵 = 𝐵1 ∪ · · · ∪ 𝐵𝑚

最终，令目标向量 ®𝑡′为：
• ®𝑡′(1) = ®𝑡；
• ®𝑡′(2) = ®0𝑚𝑘 |𝛴 |；

• ®𝑡′(3) = ®1𝑘；

• ®𝑡′(4) = ®1𝑚。

时间复杂度：构造 𝐴中的每个向量需要

𝑂 (𝑑 + 𝑚𝑘 |𝛴 | + 𝑘𝑚) = 𝑂 (𝑑 + 𝑚𝑘 |𝛴 |)

步，因此构造集合 𝐴的时间是

𝑂 (𝑑𝑘𝑛 + 𝑚𝑘2𝑛|𝛴 |)。

构造 𝐵中的每个向量也需要

𝑂 (𝑑 + 𝑚𝑘 |𝛴 |)

步，因此构造集合 𝐵的时间是

𝑂 (𝑑𝑚 |𝛴 |𝑘 + 𝑚2𝑘 |𝛴 |𝑘+1)。
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最终整个算法的运行时间是

𝑂 (𝑑𝑚2𝑘2 |𝛴 | (𝑛 + |𝛴 |𝑘))。

性质 1的证明：假设存在 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, · · · , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 满足∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑣𝑖 = ®𝑡。

对每个 𝑖 ∈ [𝑘]，我们选择向量 ®𝑎𝑖, ®𝑣𝑖 ∈ 𝐴𝑖。对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，我们选择向量 ®𝑏 𝑗 , ®𝜎 𝑗
∈ 𝐵 𝑗，

其中

®𝜎𝑗 = (C(®𝑣1) [ 𝑗], . . . , C(®𝑣𝑚) [ 𝑗]) ∈ 𝛴 𝑘。

我们将论证 ∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎𝑖, ®𝑣𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®𝑏 𝑗 , ®𝜎 𝑗
= ®𝑡′。

• 在第 1部分中，∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎 (1)
𝑖, ®𝑣𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®𝑏 (1)
𝑗 , ®𝜎 𝑗

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑣𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®0𝑑 = ®𝑡 = ®𝑡′(1) .

• 在第 2部分中，对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，考虑第 (2, 𝑗)部分，∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎 (2, 𝑗 )
𝑖, ®𝑣𝑖 +

∑
𝑗′∈[𝑚]

®𝑏 (2, 𝑗 )
𝑗′ , ®𝜎 𝑗′

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎 (2, 𝑗 )
𝑖, ®𝑣𝑖 + ®𝑏

(2, 𝑗 )
𝑗 , ®𝜎 𝑗

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]
(

𝑖−1︷   ︸︸   ︷
®0, . . . , ®0, ®𝑒C( ®𝑣𝑖 ) [ 𝑗 ] , ®0, . . . , ®0) + (−®𝑒C( ®𝑣1 ) [ 𝑗 ] , . . . ,−®𝑒C( ®𝑣𝑘 ) [ 𝑗 ])

= ( ®𝑒C( ®𝑣1 ) [ 𝑗 ] , . . . , ®𝑒C( ®𝑣𝑘 ) [ 𝑗 ]) + (−®𝑒C( ®𝑣1 ) [ 𝑗 ] , . . . ,−®𝑒C( ®𝑣𝑘 ) [ 𝑗 ])
= ®0𝑘 |𝛴 |

= ®𝑡′(2, 𝑗 ) .

• 在第 3部分中，∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎 (3)
𝑖, ®𝑣𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®𝑏 (3)
𝑗 , ®𝜎 𝑗

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑒𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®0𝑘 = ®1𝑘 = ®𝑡′(3) .

• 在第 4部分中，∑
𝑖∈[𝑘 ]
®𝑎 (4)
𝑖, ®𝑣𝑖 +

∑
𝑗∈[𝑚]

®𝑏 (4)
𝑗 , ®𝜎 𝑗

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]

®0𝑚 +
∑
𝑗∈[𝑚]

®𝑒 𝑗 = ®1𝑚 = ®𝑡′(4) .
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(1,0, … , 0) (0, … , 0)Ԧ𝑣1

(0,1, … , 0) (0, … , 0)Ԧ𝑣2

(0,0, … , 1) (0, … , 0)Ԧ𝑣𝑘

(0, … , 0) (1,0, … , 0)0

(0, … , 0) (0,1, … , 0)0

(0, … , 0) (0,0, … , 1)(− Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [𝑚], … , − Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [𝑚])0

(1,1, … , 1) (1,1, … , 1)Ԧ𝑡

𝐴1 ∋ Ԧ𝑎1,𝑣1 =

𝐴2 ∋ Ԧ𝑎2,𝑣2 =

𝐴𝑘 ∋ Ԧ𝑎𝑘,𝑣𝑘 =

𝐵1 ∋ 𝑏1,𝜎1 =

𝐵2 ∋ 𝑏2,𝜎2 =

𝐵𝑚 ∋ 𝑏𝑚,𝜎𝑚 =

Ԧ𝑡′ =

𝑘 𝑚𝑑

⋮

⋮

(0, … , 0)

(0, … , 0)

(0, … , 0)

0, 0, … , Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [𝑚]

Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [m], 0, … , 0

0, Ԧ𝑒𝐶 𝑣2 [𝑚], … , 0

… ∘∘

… ∘∘

… ∘∘

… ∘∘

… ∘∘

… ∘∘

… ∘∘

(0, … , 0)

(0, … , 0)

(0, … , 0)

(− Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [2], … , − Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [2])

0, 0, … , Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [2]

Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [2], 0, … , 0

0, Ԧ𝑒𝐶 𝑣2 [2], … , 0

(0, … , 0)

(0, … , 0)

(− Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [1], … , − Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [1])

(0, … , 0)

0, 0, … , Ԧ𝑒𝐶 𝑣𝑘 [1]

Ԧ𝑒𝐶 𝑣1 [1], 0, … , 0

0, Ԧ𝑒𝐶 𝑣2 [1], … , 0

∘

∘

∘

∘

∘

∘

∘

𝑚𝑘|Σ|

图 4.2 引理 4.1所构造向量的图示。在性质 1 的假设下，可以选择 ®𝑏 𝑗 , ®𝜎 𝑗
为 ®𝜎𝑗 =

(C(®𝑣1) [ 𝑗], · · · , C(®𝑣𝑘) [ 𝑗])。

向量集合 𝐴, 𝐵以及目标向量 ®𝑡′的直观构造，以及性质 1的直观证明参见图 4.2。

性质 2的证明：对任意 𝑋 ⊆ 𝐴 ¤∪𝐵和 𝜆 : 𝑋 → F+𝑝，若它们满足
∑
®𝑥∈𝑋 𝜆(®𝑥)®𝑥 = ®𝑡′，可以

注意到该向量等式的第 3部分向量满足：∑
®𝑥∈𝑋

𝜆(®𝑥)®𝑥 (3) =
∑
𝑖∈[𝑘 ]

∑
®𝑥∈𝑋∩𝐴𝑖

𝜆(®𝑥) ®𝑒𝑖 = ®1𝑚 = ®𝑡′(3)

对每个 𝑖 ∈ [𝑘]，𝑋 ∩ 𝐴𝑖 必然非空，因为
∑
®𝑥∈𝑋∩𝐴𝑖

𝜆(®𝑥) = 1。同理，观察等式的第 4部
分可得对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 也必然非空。因此

|𝑋 ∩ 𝐴| ≥ 𝑘 且 |𝑋 ∩ 𝐵| ≥ 𝑚。

下面讨论性质 2中的假设“对任意向量 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘和系数 𝛼1, . . . 𝛼𝑘 ∈ F+𝑝，
其线性组合 𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼𝑘®𝑣𝑘 ≠ ®𝑡”成立的情况。令 𝐼 ⊆ [𝑚]为满足 𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 中只有一个

向量的下标 𝑗 的集合，即

𝐼 = { 𝑗 ∈ [𝑚] : |𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | = 1}

由于对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，|𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | ≥ 1，若 |𝐼 | ≤ 𝜀𝑚，则

|𝑋 ∩ 𝐵| ≥
∑

𝑗∈[𝑚]\𝐼
|𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | ≥ 2(1 − 𝜀)𝑚

即性质 2的第 2种情况成立。我们接下来证明当第 2种情况不成立时，即 |𝐼 | > 𝜀𝑚

时，|𝑋 ∩ 𝐴| ≥ 𝑐𝑘，第一种情况成立。
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首先我们注意到必然存在一个位置 𝑖 ∈ [𝑘] 使得 𝑋 ∩ 𝐴𝑖 包含多于一个向量。假设

不然，即对每个 𝑖 ∈ [𝑘]，|𝑋 ∩ 𝐴𝑖 | = 1，记

®𝑎𝑖, ®𝑣𝑖 ∈ 𝑋 ∩ 𝐴𝑖

为 𝑋 ∩ 𝐴𝑖 中唯一的那个向量。注意到 𝑋 ∩ 𝐵中的向量在第 1部分全零，所以 𝑋 中向

量在第 1部分求和的结果是∑
®𝑥∈𝑋

𝜆(®𝑥)®𝑥 (1) =
∑

𝜆( ®𝑎𝑖, ®𝑣𝑖 ) ®𝑎
′(1)
𝑖, ®𝑣𝑖

=
∑
𝑖∈[𝑘 ]

𝜆( ®𝑎𝑖, ®𝑣𝑖 )®𝑣𝑖

= ®𝑡
= ®𝑡′(1)

显然与性质 2中的假设矛盾。我们记 𝑖∗ ∈ [𝑘] 为满足 |𝑋 ∩ 𝐴′𝑖∗ | > 1的位置（若有多个

则任选其一），再记 ℓ = |𝑋 ∩ 𝐴′𝑖∗ | > 1，我们接下来论证 ℓ ≥ 𝑐𝑘。记

𝑋 ∩ 𝐴𝑖∗ = { ®𝑎𝑖∗, ®𝑣1 , . . . , ®𝑎𝑖∗, ®𝑣ℓ }，

其中 ®𝑣1, . . . ®𝑣ℓ ∈ 𝑉𝑖∗。我们说明码字集合

{C(®𝑣1), . . . , C(®𝑣ℓ)}

在每个 𝑗 ∈ 𝐼 位置上都产生碰撞。
对任意 𝑗 ∈ 𝐼，令 ®𝑏 𝑗 , ®𝜎 为 𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 中唯一的那个向量，且 ®𝜎 = (𝜎1, . . . , 𝜎𝑘)。由于

向量的第 (2, 𝑗) 部分长为 𝑘 |𝛴 |，我们将它再次分为 𝑘 个小部分，每部分长为 |𝛴 |，并
考虑第 (2, 𝑗 , 𝑖∗)部分的和式：∑

®𝑥∈𝑋
𝜆(®𝑥)®𝑥 (2, 𝑗 ,𝑖∗ ) = 𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣1) ®𝑎

(2, 𝑗 ,𝑖∗ )
𝑖∗, ®𝑣1

+ · · · + 𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣ℓ ) ®𝑎
(2, 𝑗 ,𝑖∗ )
𝑖∗, ®𝑣ℓ + 𝜆(®𝑏 𝑗 , ®𝜎) ®𝑏 (2, 𝑗 ,𝑖

∗ )
𝑗 , ®𝜎

= 𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣1) ®𝑒C( ®𝑣1 ) [ 𝑗 ] + · · · + 𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣ℓ ) ®𝑒C( ®𝑣ℓ ) [ 𝑗 ] − 𝜆(®𝑏 𝑗 , ®𝜎) ®𝑒𝜎𝑖∗

= ®0 |𝛴 | = ®𝑡′(2, 𝑗 ,𝑖
∗ ) .

若 C(®𝑣1) [ 𝑗], . . . , C(®𝑣ℓ) [ 𝑗] 均不相同，则等式

𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣1) ®𝑒C( ®𝑣1 ) [ 𝑗 ] + · · · + 𝜆( ®𝑎𝑖∗, ®𝑣ℓ ) ®𝑒C( ®𝑣ℓ ) [ 𝑗 ] − 𝜆(®𝑏 𝑗 , ®𝜎) ®𝑒𝜎𝑖∗ = ®0 |𝛴 |

显然无法成立。因此 {C(®𝑣1), . . . , C(®𝑣ℓ)}在第 𝑗 个位置产生碰撞。
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由于 |𝐼 | > 𝜀𝑚，{C(®𝑣1), . . . , C(®𝑣ℓ)}在超过 𝜀𝑚个位置，由碰撞数的定义（定义 3.1），

|{C(®𝑣1), . . . , C(®𝑣ℓ)}| ≥ Col𝜀 (C)
≥ 𝑐𝑘，

由此可得

|𝑋 ∩ 𝐴| > |𝑋 ∩ 𝐴𝑖∗ | ≥ 𝑐𝑘。

■

由于我们所构造的具有高碰撞数的编码长度为 𝑚 = 𝑂 (𝑘2 log 𝑘)（参见引理 3.3），
远大于 𝑘，引理 4.1的构造不能直接给出一个 𝑘-MLD 的创造间隔的归约。直观上来
说，我们可以将 𝐴复制足够多次使得 𝐴, 𝐵的大小达到同一量级。我们将这一直观形

式化地写为下面的定理。

定理 4.1 对任意 0 < 𝜀 < 1，存在一个随机化的归约满足：输入整数 𝑛, 𝑘, 𝑑，𝑘 个大

小为 𝑛的向量集合 𝑉1, · · · , 𝑉𝑘 ⊆ F𝑑
𝑝，目标向量 ®𝑡 ∈ F𝑑

𝑝，输出向量集合𝑈1, · · · ,𝑈𝑘′ ⊆ F𝐷
𝑝

及目标向量 ®𝑡′ ∈ F𝐷
𝑝，其中参数 𝑘 ′ = 𝑂 (𝑘2 log 𝑘)，𝐷 = 𝑂 (𝑘 ′𝑑 + 𝑘 ′2𝑛1/𝑘)。归约算法运行

时间是 𝑂 (𝑑2𝑂 (𝑘 )𝑛1+1/𝑘)，且满足：
1. 若存在 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘使得

∑
𝑖∈[𝑘 ] ®𝑣𝑖 = ®𝑡，则存在向量 ®𝑢1 ∈ 𝑈1, · · · , ®𝑢𝑘′ ∈ 𝑈𝑘′，

它们的求和为 ®𝑡′；
2. 若对任意向量 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 和系数 𝛼1, . . . 𝛼𝑘 ∈ F+𝑝，其线性组合 𝛼1®𝑣1 +
· · · + 𝛼𝑘®𝑣𝑘 ≠ ®𝑡，则对任意向量的子集 𝑋 ⊆ ⋃

𝑖∈[𝑘′ ]𝑈𝑖 和系数 𝜆 : 𝑋 → F+𝑝，若∑
®𝑥∈𝑋 𝜆(®𝑥)®𝑥 = ®𝑡′，则 |𝑋 | ≥ ( 32 − 𝜀)𝑘 ′。

证明 调用引理 3.3并设定其中的参数 𝑐 = 2，可以在

𝑂 (𝑛1+1/𝑘 · 𝑘2 log 𝑘)

的时间内输出一个随机编码 C ⊆ 𝛴𝑚，其中 |𝐶 | = 𝑛, |𝛴 | = 𝑂 (𝑛1/𝑘), 𝑚 = 𝑂 (𝑘2 log 𝑘)，且
以高概率满足

Col𝜀 (C) > 2𝑘。

以 C为要用的编码，调用引理 4.1，我们在

𝑂 (𝑑𝑚2𝑘2 |𝛴 | (𝑛 + |𝛴 |𝑘)) = 𝑂 (𝑑 · 2𝑂 (𝑘 )𝑛1+1/𝑘)

的时间内得到向量集合

𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑚 ⊆ F𝐷′

𝑝
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和目标向量
®𝑡′ ∈ F𝐷′

𝑝 ，

其中

𝐷′ = 𝑂 (𝑑 + 𝑘𝑚 |𝛴 |) = 𝑂 (𝑑 + 𝑘𝑚𝑛1/𝑘)。

记 𝑤 = 𝑚
𝑘
，我们将目前所得的向量维度再拉长至 𝑤倍，即

𝐷 = 𝑤𝐷′ = 𝑂 (𝑚𝑘 + 𝑚2𝑛1/𝑘)。

算法最终输出 𝑘 ′ = 2𝑚 个向量集合 𝑈1, · · · ,𝑈𝑘′ 和目标向量 ®𝑡′′。为便于后文分析，我
们将这 𝑘 ′个集合分为两部分：{𝐴′ℓ,𝑖}ℓ∈[𝑤 ],𝑖∈[𝑘 ] 和 {𝐵′𝑗} 𝑗∈[𝑚]。其中

𝑈(ℓ−1)𝑘+𝑖 = 𝐴′ℓ,𝑖 = {(

ℓ−1︷         ︸︸         ︷
®0𝐷′ , . . . , ®0𝐷′ , ®𝑎, ®0𝐷′ , . . . , ®0𝐷′︸                               ︷︷                               ︸

𝑤

) ∈ F𝐷
𝑝 | ®𝑎 ∈ 𝐴𝑖},

𝑈𝑚+ 𝑗 = 𝐵′𝑗 = {(®𝑏, . . . , ®𝑏︸   ︷︷   ︸
𝑤

) ∈ F𝐷
𝑝 | ®𝑏 ∈ 𝐵 𝑗},

以及目标向量
®𝑡′′ = (®𝑡′, . . . , ®𝑡′︸    ︷︷    ︸

𝑤

) ∈ F𝐷
𝑝

为简化记号，我们对每个 ℓ ∈ [𝑤] 定义

𝐴′ℓ = 𝐴′ℓ,1 ∪ · · · ∪ 𝐴′ℓ,𝑘，

并定义

𝐴′ = 𝐴′1 ∪ · · · ∪ 𝐴′𝑤 ，𝐵′ = 𝐵′1 ∪ · · · ∪ 𝐵′𝑚。

这一步重复所需时间线性于输出长度，为

𝑂 (𝑤𝐷′ · 𝑘 ′𝑛) = 𝑂 (𝑚
2

𝑘
𝑛𝑑 + 𝑚3𝑛1+1/𝑘)。

容易验证最终的时间复杂度为

𝑂 (𝑑 · 2𝑂 (𝑘 )𝑛1+1/𝑘)。

性质 1的证明：假设存在 ®𝑎1 ∈ 𝐴1, . . . , ®𝑎𝑘 ∈ 𝐴𝑘 和 ®𝑏1 ∈ 𝐵1, . . . , ®𝑏𝑚 ∈ 𝐵𝑚 求和为 ®𝑡′。对
每个 ℓ ∈ [𝑤], 𝑖 ∈ [𝑘]，我们从 𝐴′ℓ,𝑖 中选择

(®0(ℓ−1)𝐷′ , ®𝑎𝑖, ®0(𝑤−ℓ )𝐷′)；
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对每个 𝑗 ∈ [𝑚]，从 𝐵′𝑗 中选择

(®𝑏 𝑗 , . . . , ®𝑏 𝑗)。

注意到在第 ℓ ∈ [𝑤] 个长为 𝐷′的部分，这些所选向量的非零部分求和为：

®𝑎1 + · · · + ®𝑎𝑘 + ®𝑏1 + · · · + ®𝑏𝑚 = ®𝑡′

从而，这些所选向量求和为

(®𝑡′, . . . , ®𝑡′) = ®𝑡′′。

性质 2的证明：对任意 𝑋 ⊆ ⋃
𝑖∈[𝑘′ ]𝑈𝑖 和系数 𝜆 : 𝑋 → F+𝑝，假设它们满足∑

®𝑥∈𝑋
𝜆(®𝑥)®𝑥 = ®𝑡′′。

对每个 ℓ ∈ [𝑤]，考虑这些向量的第 ℓ个部分。注意到在这一部分上，只有属于集合

𝐴′ℓ,1, . . . , 𝐴
′
ℓ,𝑘 , 𝐵

′
1, . . . , 𝐵

′
𝑚 中的向量以及目标向量 ®𝑡′′ 的内容是非零的，其余向量均全

零，因此不影响求和结果。而存在非全零部分的这些向量的内容和 𝐴1, . . . , 𝐴𝑘 , 𝐵1, . . . , 𝐵𝑚

及 ®𝑡′中的内容完全一致，由引理 4.1可得

|𝑋 ′ ∩ 𝐴′𝑙 | ≥ 𝑘 |𝑋 ′ ∩ 𝐵′ | ≥ 𝑚。

进一步加上性质 2的假设。假定任意 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, . . . , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 和系数 𝛼1, . . . 𝛼𝑘 ∈ F+𝑝，
都有

𝛼1®𝑣1 + · · · + 𝛼𝑘®𝑣𝑘 ≠ ®𝑡。

考虑 |𝑋 ′ ∩ 𝐵′ |的两种情况。首先，如果

|𝑋 ′ ∩ 𝐵′ | < 2(1 − 𝜀)𝑚，

则由引理 4.1，对每个 ℓ ∈ [𝑤]，都有

|𝑋 ′ ∩ 𝐴′ℓ | ≥ 2𝑘。

因此，

|𝑋 ′ | = |𝑋 ′ ∩ 𝐴′ | + |𝑋 ′ ∩ 𝐵′ | ≥ 𝑤 · (2𝑘) + 𝑚 = 3𝑚 =
3
2
𝑘 ′。

现在假定

|𝑋 ′ ∩ 𝐵′ | ≥ 2(1 − 𝜀)𝑚，
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则可以直接得到

|𝑋 ′ | = |𝑋 ′ ∩ 𝐴′ | + |𝑋 ′ ∩ 𝐵′ | ≥ 𝑤 · 𝑘 + 2(1 − 𝜀)𝑚 = (3
2
− 𝜀)𝑘 ′。

由此，在两种情况中都有

|𝑋 ′ | ≥ (3
2
− 𝜀)𝑘 ′。

■

注 注意到有文献[17]定义过特征为 𝑞的有限域上的 𝑘-向量和问题（𝑘-VECTORSUM𝑞），

其定义与 𝑘-MLD𝑞的唯一差别在于所选向量的系数仅允许是 0或 1。将本节的归约应

用到 𝑘-VECTORSUM𝑞 问题上，可以得到 (𝑞 + 1)/2的间隔，而非仅仅 𝑘-MLD𝑞 问题下

的 3
2。其原因是，如果系数只允许选择 0或者 1，则对任意解 𝑋，若某个位置 𝑗 ∈ [𝑚]

中有 |𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | > 1，则必然有

|𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | = 𝑐𝑞 + 1

（其中 𝑐为某个正整数）使得 𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 中的所有向量直接求和后在该有限域的加法下等

于 ®𝑒 𝑗。因此，如果某个解 𝑋 只在不超过 𝜀 比例的位置 𝑗 ∈ [𝑚] 上满足 |𝑋 ∩ 𝐵 𝑗 | = 1，

则必然要求

|𝑋 ∩ 𝐵| ≥ 𝑞(1 − 𝜀)𝑚

而非 𝑘-MLD𝑞 问题中的 2(1 − 𝜀)𝑚，由此最终的近似比可以达到

( 𝑞 + 1
2
− 𝜀)

当 𝑞被选为超过常数的值时，显然优于 ( 32 − 𝜀)的近似比。

4.2 近似几个编码与格问题的运行时间下界

本节中，我们应用上一节的归约，给出近似几个编码问题和格问题在 ETH（假
设 2.2）下的运行时间下界。为便于阅读，我们将本节主要结论列于表 4.1中，并在后
面的小节中证明它们。

4.2.1 𝑘-MLD和 𝑘-NCP问题

我们应用已有的归约将 GAP-𝑘-MLD𝑝 的间隔放大到原来的任意常数倍。该归约

来源于 Bhattacharyya等人的文章[39]。Bhattacharyya等人的原文只在二元域 F2上证明

了下述定理，但可以直观地看出这一定理的证明不依赖于域的特征，因此在所有有限

域中均成立。
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问题 近似比 时间下界 参数依赖 注记
𝑘-NCP 任意 𝛾 ∈ (1, 3

2 ) 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (
√

𝑘/log 𝑘 ) 任意有限域 F𝑝

𝑘-NCP 任意 𝛾 > 1 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 𝜖 = 1
polylog(𝛾) 任意有限域 F𝑝

𝑘-MDP 任意 𝛾 > 1 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 𝜖 = 1
𝑝 log 𝛾 ·polylog(𝑝) 任意有限域 F𝑝

𝑘-CVP 任意 𝛾 > 1 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 𝜖 = 𝛩( 1
polylog(𝛾) ) 任意 ℓ𝑝 范数，𝑝 ≥ 1

𝑘-SVP 任意 𝛾 > 1 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 𝜖 = 𝜖 (𝑝, 𝛾) 任意 ℓ𝑝 范数，𝑝 > 1
𝑘-SVP 任意 𝛾 ∈ [1, 2) 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 𝜖 = 𝜖 (𝑝, 𝛾) 任意 ℓ𝑝 范数，𝑝 ≥ 1

表 4.1 在 ETH或 rETH下近似几个编码和格问题的时间下界

定理 4.2 (文献[39]的定理 4.5的推广) 对任意素数 𝑝，存在一个多项式时间算法，输入

整数 𝑘1, 𝑘2, 𝑚1, 𝑚2, 𝑛1, 𝑛2 > 0，实数 𝛾1, 𝛾2 > 1，以及两个向量集合𝑈 ⊆ F𝑚1
𝑝 , 𝑉 ⊆ F𝑚2

𝑝 ，其

中 |𝑈 | = 𝑛1, |𝑉 | = 𝑛2，两个目标向量 ®𝑡 ∈ F𝑚1
𝑝 , ®𝑠 ∈ F𝑚2

𝑝 ，输出一个向量集合𝑊 ⊆ F𝑚2+𝑛1𝑚1
𝑝

和一个目标向量 ®𝑡′ ∈ F𝑚2+𝑛1𝑚1
𝑝 ，且满足如下性质：令 𝑘 ′ = 𝑘2 + 𝑘1𝑘2，𝛾′ ≥ 𝛾1𝛾2(1 − 1

𝑘1
)，

则

• 若 (𝑈, ®𝑡) 是 𝛾1-GAP-𝑘1-MLD𝑝 的一个正实例，且 (𝑉, ®𝑠) 是 𝛾2-GAP-𝑘2-MLD𝑝 的一

个正实例，则 (𝑊, ®𝑡′)是 𝛾′-GAP-𝑘 ′-MLD𝑝 的一个正实例；

• 若 (𝑈, ®𝑡) 是 𝛾1-GAP-𝑘1-MLD𝑝 的一个负实例，且 (𝑉, ®𝑠) 是 𝛾2-GAP-𝑘2-MLD𝑝 的一

个负实例，则 (𝑊, ®𝑡′)是 𝛾′-GAP-𝑘 ′-MLD𝑝 的一个负实例。

定理 4.2的详细证明可参见文献[39]的第 4.2节，我们在此只给一个简单的证明概
要。我们先给出一个示意图表示其证明思路，以给读者其成立的直观。

定理 4.2的证明概要 考虑形如图 4.3的输出实例 (𝑊, ®𝑡′)的构造。
若 (𝑈, ®𝑡)和 (𝑉, ®𝑠)各自都是正实例，则我们可以在𝑊 的前 𝑛1个向量中选择 (𝑉, ®𝑠)

实例中可以线性组合出 ®𝑠的 𝑘2 个向量，令他们的系数为该线性组合所需的系数。注

意到这样选取后，这些向量线性组合后，在后半段至多存在 𝑘2 个部分非零，且均

为 −®𝑡 的倍数。对每个有非零 −®𝑡 的倍数的位置，我们在下方选择 𝑈 中的 𝑘1 个向量，

并相应选取系数使得它们线性组合与该 −®𝑡 的倍数在 F𝑝 下相加为零向量。由此，我

们选择的向量和系数组合起来就是所定义的目标向量 ®𝑡′，且所选向量的数量不超过
𝑘2 + 𝑘1𝑘2 = 𝑘 ′。

若 (𝑈, ®𝑡) 和 (𝑉, ®𝑠) 各自都是负实例，则在左半部分中，为了线性组合得到 ®𝑠，𝑊

的前 𝑛1个向量中需要选择至少 𝛾2𝑘2个向量，以及它们相应的全不为零的系数。注意

到这样选取后，这些向量线性组合后，在后半段至少存在 𝛾2𝑘2 个部分非零，且均为

−®𝑡 的倍数。但是，由于 (𝑈, ®𝑡) 也是负实例，对于每个出现 −®𝑡 的倍数的位置，我们需
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𝑚2 𝑚1 𝑚1 · · · 𝑚1

𝑉

𝑈

𝑈

𝑈

−®𝑡
−®𝑡

−®𝑡

®𝑠 ®0Target ®𝑡′

®𝑣1

®𝑣2

®𝑣𝑛1

··· · · ·

· · ·

𝑚2 + 𝑛1𝑚1

𝑛1

𝑛2

𝑛2

𝑛2

···

图 4.3 定理 4.2证明的图示。

要在线性组合后将它求和消去，因此在下方必须选择 𝑈 中至少 𝛾1𝑘1个向量，以及它

们的全不为零的系数，才能组合出 ®𝑡 的某个倍数并将这一位置消去成零向量。由此，
我们至少需要选择 𝛾2𝑘2 + 𝛾1𝑘1𝛾2𝑘2 ≥ 𝛾′𝑘 ′个向量。

这一归约的其余参数，包括新实例的向量维度和数量，运行的时间复杂性是 =可
以直接验证来得到。 ■

回顾文献[17]中从 3-SAT到 𝑘-VECTORSUM的归约，可以注意到，将他们的归约稍
作修改，即可将可靠性部分加强为

• 若 𝜙不可满足，则对任意 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, · · · , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 和任意系数 𝛼1, · · · , 𝛼𝑘 ∈ F+𝑝，都
有

𝛴 𝑘
𝑖=1𝛼𝑖®𝑣𝑖 ≠ ®𝑡。

修改方法如下：对每个 𝑉𝑖 中的向量，我们往它的末尾再添加上一个 (0𝑖−1 ◦ 1 ◦ 0𝑘−𝑖)。
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相应地，目标向量也改变为 ®𝑡 = 0𝑑 ◦ 1𝑘。这一修改的完备性是显然的。对于其可靠性，

我们注意到对任意所选的向量 ®𝑣1 ∈ 𝑉1, · · · , ®𝑣𝑘 ∈ 𝑉𝑘 和任意系数 𝛼1, · · · , 𝛼𝑘 ∈ F𝑝，若

𝛴 𝑘
𝑖=1𝛼𝑖®𝑣𝑖 = ®𝑡

则新加入的部分强迫所有系数满足

𝛼1 = · · · = 𝛼𝑘 = 1。

经过上述修改，文献[17]给出了下述的 𝑘-MLD在 ETH下的运行时间下界：

定理 4.3 假设 ETH成立，对任意常数素数 𝑝，𝑘-MLD𝑝 没有运行时间为 𝑛𝑜 (𝑘 ) 的算

法。

由于 𝑘-MLD和 𝑘-NCP是等价地，我们即可应用上一节中给出的归约，得到这两
个问题的近似算法在 ETH（以及 rETH，见假设 2.3）成立时的运行时间下界如下。

定理 4.4 假设随机化 ETH成立，对任意常数素数 𝑝，常数 1 < 𝛾 < 3
2，𝛾-GAP-𝑘-MLD𝑝

和 𝛾-GAP-𝑘-NCP𝑝 没有运行时间为 𝑓 (𝑘)𝑂 (𝑛𝑜(
√

𝑘/log 𝑘 ))的算法。

证明 对任意小常数 𝜀 > 0，定理 4.1给出了一个从 𝑘-MLD𝑝到 (3/2−𝜀)-GAP-𝑘 ′-MLD𝑝

的归约，其中参数增长幅度为

𝑘 ′ = 𝑘2 log 𝑘

注意到定理 4.1使用了随机码构造（引理 3.3），因此归约是随机化的。应用定理 4.3，
我们可以得到

𝑓 (𝑘)𝑂 (𝑛𝑜(
√

𝑘/log 𝑘 ))

的时间下界。 ■

注 注意到定理 4.4中唯一涉及随机性的部分就是对随机码的使用。若使用非随机的
编码，如 Reed-Solomon码（参见定理 3.3），则可以得到 𝑘 ′ = 𝑂 (𝑘3)，从而在 ETH下
得到 𝑓 (𝑘)𝑂 (𝑛𝑜 (𝑘1/3 ))的时间下界。

对任意常数 𝛾 > 1，将上述实例自身作为输入，迭代应用定理 4.2𝑂 (log log 𝛾)次，
我们可以得到 ETH（rETH）下近似 𝛾-GAP-𝑘-NCP𝑝 的时间下界。
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推论 4.1 假设 ETH成立，对任意常数素数 𝑝，常数 𝛾 > 1, ，𝛾-GAP-𝑘-MLD𝑝 和 𝛾-
GAP-𝑘-NCP𝑝 没有运行时间为

𝑂𝑘 (𝑛𝑜 (𝑘
𝜖 ))

的算法，其中

𝜖 =
1

polylog(𝛾)
为一仅与 𝛾相关的常数。

4.2.2 最短距离问题

回顾文献[27]中从 GAP-𝑘-NCP到 GAP-𝑘-MDP的归约：

定理 4.5 对任意素数幂 𝑝 ≥ 2，存在一个从 (4𝑝)-GAP-𝑘-NCP𝑝 到 4𝑝
4𝑝−1-GAP-𝑘 ′-MDP𝑝

的随机化多项式时间归约，且满足 𝑘 ′ = 𝑂 (𝑘)。

结合我们前文的归约，得到：

推论 4.2 假设随机 ETH成立，对任意常数素数 𝑝 ≥ 2和实数 𝛾 > 1，𝛾-GAP-𝑘-MDP𝑝

没有运行时间为 𝑂𝑘 (𝑛𝑜 (𝑘
𝜖 ))的算法，其中

𝜖 = 𝛩( 1
𝑝 log 𝛾 · polylog(𝑝) )。

证明 首先调用定理 4.1得到 ( 32 − 𝜀)-GAP-𝑘1-MLD𝑝 的实例，其中

𝑘1 = 𝑘2 log 𝑘

再迭代地调用定理 4.2的算法 𝛩(log log 𝑝) 次，将近似比间隔放大到 4𝑝，同时参数 𝑘2

增长为

𝑘2 = 𝑘polylog(𝑝)
1 = 𝑘polylog(𝑝)

调用定理4.5得到 4𝑝
4𝑝−1-GAP-𝑘3-MDP𝑝 实例，参数为

𝑘3 = 𝑂 (𝑘2) = 𝑘polylog(𝑝)

最终，为将 MDP的近似比放大到任意常数 𝛾 > 1，只需首先将实例与自身作张量积

𝑂 (log 𝑝) 次得到间隔为 2的实例，参数增长为

𝑘4 = 𝑘𝑂 (𝑝)3 = 𝑘 𝑝 ·polylog(𝑝)
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再与自身做 𝑂 (log log 𝛾)次张量积，参数增长为

𝑘5 = 𝑘𝑂 (log 𝛾)
4 = 𝑘 𝑝 log 𝛾 ·polylog(𝑝)

定理 4.3给出了 𝑘-MLD𝑝（在 ETH和 rETH下）的 𝑛𝛺 (𝑘 ) 运行时间下界，与本节

归约结合后可得在 rETH成立时，𝛾-GAP-𝑘-MDP𝑝 没有

𝑓 (𝑘)𝑛𝑜 (𝑘 𝜖 )

时间的算法，其中

𝜖 = 𝛩( 1
𝑝 log 𝛾 · polylog(𝑝) )

■

4.2.3 最近向量问题

回顾文献[26]的定理 7.2中从 GAP-𝑘-NCP到 GAP-2𝑘-CVP的归约：

定理 4.6 对任意实数 𝛾, 𝑝 ≥ 1 和素数 𝑞 > 2𝛾，存在一个从 (2𝛾)-GAP-𝑘-MLD𝑞 到

𝛾-GAP-𝑘 ′-CVP𝑝 的多项式时间归约，其中参数 𝑘 ′ = 2𝑘。

与我们的结果结合，可得近似 CVP问题的运行时间下界：

推论 4.3 假设 ETH成立，存在 𝑐 > 0，对任意实数 𝑝, 𝛾 ≥ 1，𝛾-GAP-𝑘-CVP𝑝 都没有

运行时间为 𝑂𝑘 (𝑛𝑜 (𝑘
𝜖 ))的算法，其中 𝜖 = 𝛩( 1

𝛾𝑐 )。

证明 首先调用定理 4.1得到一个 ( 32 − 𝜀)-GAP-𝑘1-MLD𝑝 实例，其中

𝑘1 = 𝑘2 log 𝑘

再迭代地调用定理 4.2𝛩(log log 𝛾) 次，将近似比间隔放大到 2𝛾，同时参数 𝑘2 也增长

到

𝑘polylog(𝛾)
1 = 𝑘polylog(𝛾)

再应用定理 4.6，得到 𝛾-GAP-2𝑘2-CVP𝑝的实例。结合定理 4.3可得 ETH下问题 𝛾-GAP-
2𝑘2-CVP𝑝 的 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖 ) 的运行时间下界，其中

𝜖 = 𝛩( 1
(log 𝛾)𝑐 )

且 𝑐为与 𝛾和 𝑝独立的一个常数。 ■
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4.2.4 最短向量问题

文献[27]中给出了几个到 GAP-𝑘-SVP问题的归约。将我们前文的结果与他们的归
约结合，可以得到几个 GAP-𝑘-SVP问题的时间下界。本节第一部分应用 GAP-𝑘-CVP
到 GAP-𝑘-SVP的归约，给出后者在任意 𝑝 ≥ 1的 ℓ𝑝 范数下近似比达到某个特定常数

的运行时间下界；第二部分应用 GAP-𝑘-NCP到 GAP-𝑘-SVP的归约，给出后者在任意
𝑝 > 1的 ℓ𝑝 范数下任意常数近似比的运行时间下界。

4.2.4.1 从 GAP-𝑘-CVP出发的归约

定理 4.7 (文献[27]中定理 4.1 及定理 4.3) 对任意实数 𝑝 ≥ 1 和 𝛾′ ∈ [1, 2)，存在实
数 𝛾 ≥ 1 ①以及从 𝛾-GAP-𝑘-CVP𝑝 到 𝛾′-GAP-𝑘 ′-SVP𝑝 的随机化多项式时间归约，其中

𝑘 ′ ≤ 𝛾𝑘。

推论 4.4 假设 rETH成立，对任意实数 𝑝 ≥ 1和 𝛾 ∈ [1, 2)，𝛾-GAP-𝑘-SVP𝑝 没有运行

时间为 𝑂𝑘 (𝑛𝑜 (𝑘
𝜖 ))的算法，其中 0 < 𝜖 < 1是依赖于 𝑝和 𝛾的常数。

证明 推论 4.3给出了 ETH（rETH）下 𝛾0-GAP-𝑘-CVP𝑝的算法时间下界为 𝑓 (𝑘)𝑛𝛺 (𝑘 𝜖0 )，

其中

𝜖0 = 𝛩( 1
𝛾𝑐

0
)

且 𝑐 > 0为一个全局的常数。令定理 4.7中的 𝛾 = 𝛾0，注意到 𝛾0 也是依赖于 𝑝 和 𝛾

的常数，注意到该定理的归约是随机化的，这样就得到了 𝛾-GAP-𝑘 ′-SVP𝑝的随机化归

约，其中

𝑘 ′ ≤ 𝛾𝑘 = 𝑂 (𝑘)

这就给出了问题 𝛾-GAP-𝑘-SVP𝑝 的算法在 rETH运行时间下界

𝑓 (𝑘)𝑛𝑜(𝑘 𝜖 )

其中常数 𝜖 > 0仅依赖于 𝑝和 𝛾。 ■

4.2.4.2 从 GAP-𝑘-NCP出发的归约

定理 4.8 (文献[27]中定理 5.1及定理 5.2) 存在实数常数 𝜇 ≥ 1使得，对任意实数 𝑝 > 1

和 𝛾′ ≥ 1，存在从 𝜇-GAP-𝑘-NCP2到 𝛾′-GAP-𝑘 ′-SVP𝑝 的多项式时间随机化归约，其中

① 𝛾 = (max
(
12/𝜀, 1

(1+𝜀/2)1/𝑝−1

)
)𝑝，其中 𝜀 = (𝛾′)−1 − 1/2 > 0。
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𝑘 ′ = 𝑂 (𝑘𝑐)，𝑐 > 1是仅依赖于 𝑝和 𝛾′的常数①。

推论 4.5 假设 rETH成立，对任意实数 𝑝 > 1和 𝛾 ≥ 1，𝛾-GAP-𝑘-SVP𝑝没有运行时间

为 𝑂𝑘 (𝑛𝑜 (𝑘
𝜖 ))的算法，其中 0 < 𝜖 < 1是依赖于 𝑝和 𝛾的常数。

证明 为满足定理 4.8中的参数要求，我们需要得到一个 𝜇-GAP-𝑘1-NCP2 的实例，其

中 𝜇是定理 4.8所需的间隔大小。应用定理 4.1和定理 4.2，前述实例可以由 𝑘-MLD2

归约得到，参数增长为

𝑘1 = 𝑂 (𝑘 𝜖0)

其中 𝜖0为一仅依赖于 𝜇的常数。再应用定理 4.8，对任意 𝛾 ≥ 1，可以得到 𝛾-GAP-𝑘2-
SVP𝑝 的实例参数增长为

𝑘2 = 𝑂 (𝑘𝑐1) = 𝑂 (𝑘1/𝜖 )

其中

𝜖 = 𝛩(1
𝑐
)

为仅依赖于 𝑝和 𝛾（以及 𝜇，但在此省略，因为它是全局的常数，与 𝑝和 𝛾无关）的

常数。注意到定理 4.8的归约是随机化的，可得在 rETH下，问题 𝛾-GAP-𝑘-SVP𝑝 没有

时间为

𝑓 (𝑘)𝑛𝑜 (𝑘 𝜖 )

的算法。 ■

4.3 本章小结

本章使用第 3章中发展的技术工具，讨论了几个编码问题和格问题的近似困难
性。在第 4.1节，我们给出了核心的归约步骤，即使用高碰撞数的编码作为工具，将无
间隔的 𝑘-MLD实例转化为有常数间隔的 GAP-𝑘-MLD实例。在之后的第4.2节中，我
们将这一结果插入到已有的归约中，显著地优化了常数比近似与之相关的下面几个

编码与格问题在指数时间假设下的运行时间下界：

• 𝑘-MLD和 𝑘-NCP问题（第4.2.1节）；

① 此处关于参数增长需要考虑两点，其一是 SVP的“Haviv-Regev张量化[27,40]”步骤会导致 𝑘 ′ ≤ (𝜇𝑘)𝑂 (1)；其
二是为达到目标间隔 𝛾′，NCP的间隔 𝜇需要满足

𝜇

2𝑝 + 1 + 𝛼𝜇 > 𝛾′

（其中 1/2 + 2−𝑝 < 𝛼 < 1），将 𝜇放大到此值也会导致参数有多项式大小的增长。
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• 𝑘-MLD问题（第4.2.2节）；
• 𝑘-CVP问题（第4.2.3节）；
• 𝑘-SVP问题（第4.2.4节）。

40



上海交通大学硕士学位论文 第 5章 约束满足问题

第 5章 约束满足问题

本章讨论参数化约束满足问题的多赋值大小的近似困难性。本章的主要结果是

证明下述定理 5.1，并讨论这一结果可能的推广与应用。

定理 5.1 对任意常数 𝑟 ≥ 1，𝑟-AVGLIST-2CSP是 W[1]-困难的，且当 𝑟-AVGLIST-2CSP
实例限制为矩形约束时依然是W[1]-困难的。

5.1 补充预备知识

本节介绍本章内容所需的一些额外假设和注记。

定义 5.1 (矩形约束) 对 2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)，若每个约束 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷
都存在一个集合 𝑄 𝑗 和映射 𝜋 𝑗 , 𝜌 𝑗 : 𝛴 → 𝑄 𝑗 使得 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶 𝑗 当且仅当 𝜋 𝑗 (𝑎) = 𝜌 𝑗 (𝑏)，
则称 𝛱 有矩形约束，并将 𝑄 𝑗 称作约束 𝜑 𝑗 的基集。

我们对“矩形”这一命名稍作解释。一个集合 𝑆 ⊆ 𝛴 × 𝛴 被称作一个组合学的矩

形，当且仅当存在 𝐴, 𝐵 ⊆ 𝛴 使得 𝑆 = 𝐴 × 𝐵。容易看出集合 𝑆满足定义 5.1中的矩形
当且仅当 𝑆是一族 𝛴 × 𝛴 上互不相交的组合学的矩形的并。

5.2 从 𝑟-LIST-2CSP到 𝑟-AVGLIST-2CSP的归约

本节给出一个从 𝑟-LIST-2CSP 到 𝑟-AVGLIST-2CSP 的 FPT 归约。归约分为两步进
行，第一步是将 𝑟-LIST-2CSP的实例转化为一个类似于 𝑟-AVGLIST-2CSP的实例，区别
在于新实例的变量被划分为两部分，且在输入为 𝑟-LIST-2CSP的负实例的情况下，输
出的新实例的可满足多赋值必然在某一部分变量上产生间隔。这也是整个归约过程

的技术难点所在。第二步就是将这一新实例转化为 𝑟-AVGLIST-2CSP的实例，其中近
似比有所折损，但仍在常数范围内。

为了叙述归约的第一步，我们引入如下定义：

定义 5.2 令 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)为一个二分的 2CSP实例，即变量集 𝑋 = 𝑋1 ¤∪𝑋2，且每个

约束 𝜑 = (𝑥1𝑥2, 𝐶) ∈ 𝛷均满足 𝑥1 ∈ 𝑋1 和 𝑥2 ∈ 𝑋2。对常数 𝑟1, 𝑟2 ≥ 1，我们称 𝛱 的一

个多赋值 𝜎̂ : 𝑋 → 2𝛴 是(𝑟1, 𝑟2)-平均多赋值，如果∑
𝑥∈𝑋1 |𝜎̂(𝑥) |
|𝑋1 |

≤ 𝑟1 且
∑

𝑥∈𝑋2 |𝜎̂(𝑥) |
|𝑋2 |

≤ 𝑟2
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即 𝜎̂限制在 𝑋1上的总大小不超过 𝑟1 |𝑋1 |，且限制在 𝑋2上的总大小不超过 𝑟2 |𝑋2 |（参
见定义 2.8）若存在一个 (𝑟1, 𝑟2)-平均的多赋值满足 𝛱，则称 𝛱 是(𝑟1, 𝑟2)-平均可满足
的。

引理 5.1 存在算法 A，其输入为一个 2CSP实例 𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0)，以及参数 𝜀 > 0，

𝑟 ≥ 1，输出一个二分的 2CSP实例 𝛱 = (𝑋1 ¤∪𝑋2, 𝛴,𝛷)，该输出实例满足：
完备性： 若 𝛱0是可满足的，则 𝛱 也是可满足的；

可靠性： 对任意常数 𝑟 ≥ 1，若 𝛱0不是 2𝑟-列表可满足的，则 𝛱 不是 (𝑟1, 𝑟2)-平均列
表可满足的，其中 𝑟1, 𝑟2 ∈ N是满足

𝑟1 + 𝑟2 ≤ 2(1 − 𝜀)𝑟.

的常数。

矩形约束： 𝛷有矩形约束。

且存在可计算函数 𝑓，A 的运行时间不超过

𝑓 (|𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟) |𝛴0 |𝑂 (1) (5.1)

且 𝛱 的变量数 |𝑋1 | + |𝑋2 |和约束数 |𝛷 |也不超过 𝑓 (|𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟)。

证明 对输入的 2CSP实例 𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0)，我们令

𝑘 = |𝑋0 | 且 𝑘 ′ = |𝛷0 |

我们记变量集 𝑋0和约束集𝛷0的内容为

𝑋0 = {𝑥1, . . . , 𝑥𝑘} 和 𝛷0 =
{
𝜑1, . . . , 𝜑𝑘′

}
令 C : F𝑘

𝑝 → F𝑘′′
𝑝 为满足下面条件的 Reed-Solomon编码：

2|𝛴0 |1/𝑘 > 𝑝 ≥ |𝛴0 |1/𝑘 且 𝑘 ′′ =

⌊
8(1 − 𝜀)2𝑟2

𝜀
𝑘 (𝑘 ′)2

⌋
+ 1

显然 |𝛴0 | ≤ 𝑝𝑘，因此不失一般性我们可以假设

𝛴0 ⊆ F𝑘
𝑝

我们可以只考虑 𝑘 ′′满足下述条件的情况

𝑘 ′′ ≤ 𝑝
(
=

��F𝑝

��) < 2|𝛴0 |1/𝑘 ,
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𝑥1 𝑥2 𝑥3

𝑢1

𝑢2

𝑢3

(𝜑1 = (𝑥1𝑥2 , 𝐶1 ) )

(𝜑2 = (𝑥1𝑥3 , 𝐶2 ) )

(𝜑3 = (𝑥2𝑥3 , 𝐶3 ) )

𝑣1

𝑣𝑘′′

···

C(𝑎1 )

C (𝑎1 )

C (𝑎2 )

C (𝑎2 )

C (𝑎3 )

C (𝑎3 )

图 5.1 输入实例为 𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0)，且 |𝑋0 | = |𝛷0 | = 3时输出实例的构造图示。

即 𝛴0 远远大于 𝑘 和 𝑘 ′ 的情况①。我们调用定理 3.3，设定其中的参数为 𝛴 ← F𝑝，

𝑘 ← 𝑘，𝑚 ← 𝑘 ′′，𝜀 ← 𝜀，得到满足如下条件的编码 C：

Col𝜀 (C(F𝑘
𝑝)) ≥

√
2𝜀𝑘 ′′
𝑘

> 4(1 − 𝜀)𝑟𝑘 ′, (5.2)

其中 𝑘 ′′的选择保证了第二个不等式成立。

完成参数设定和编码选取后，算法 A 构造二分的 2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)。为
便于读者直观理解，我们先给出一个简单的图示，见图 5.1。该图直观地展示了在输
入一个 𝛱0满足 |𝑋0 | = |𝛷0 | = 3时的构造。

我们的具体构造如下。

变量： 𝑋 = 𝑋1 ¤∪𝑋2，其中

𝑋1 = {𝑢1, . . . , 𝑢𝑘′} ， 𝑋2 = {𝑣1, . . . , 𝑣𝑘′′}.

字母表： 𝛴 =
⋃

𝑢∈𝑋1 𝛴𝑢 ∪
⋃

𝑣∈𝑋2 𝛴𝑣，其中：

① 否则，输入的实例 𝛱0 可以在公式 (5.1)所示的时间内被解决，从而我们可以根据 𝛱0 的列表可满足性直接输
出某个显然的正或负实例 𝛱。
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• 对每个 𝑗 ∈ [𝑘 ′]，变量 𝑢 𝑗 ∈ 𝑋1的字母表为

𝛴𝑢 𝑗
=

{(
C(𝑎1), C(𝑎2)

) ��� 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)且 (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐶 𝑗

}
⊆

(
C(F𝑘

𝑝)
)2 ⊆

(
F𝑘′′

𝑝

)2

(5.3)

即 𝛴𝑢 𝑗
包含了 𝜑 𝑗 的所有可满足的部分赋值在编码

C : F𝑘
𝑝 → F𝑘′′

𝑝

下的码字，这些码字的形式为 F𝑘′′
𝑝 中的向量对（因为 𝛴0 ⊆ F𝑘

𝑝）。

• 对每个 ℓ ∈ [𝑘 ′′]，令 𝛴𝑣ℓ = F𝑘
𝑝。由于 𝑝 < 2|𝛴0 |1/𝑘，我们有

|𝛴𝑣ℓ | ≤ 2𝑘 |𝛴0 |

约束： 对每个 𝑗 ∈ [𝑘 ′]，约束 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)，以及每个 ℓ ∈ [𝑘 ′′]，在 𝑢 𝑗 ∈ 𝑋1 和

𝑣ℓ ∈ 𝑋2 之间有一个约束，该约束检查 𝑢 𝑗 的赋值 (𝑤1, 𝑤2) ∈
(
F𝑘′′
𝑝

)2 和 𝑣ℓ 的赋值

𝑠 ∈ Fℓ
𝑞 是否满足

𝑤1 [ℓ] = 𝑠[ 𝑗1] 且 𝑤2 [ℓ] = 𝑠[ 𝑗2] (5.4)

容易看出公式 (5.4)表明的约束是矩形约束①。且 𝛱 中的约束数量为

𝑘 ′𝑘 ′′ = 𝑘 ′
⌊
2(1 − 𝜀)2𝑟2

𝜀
𝑘 (𝑘 ′)2

⌋
+ 𝑘 ′.

完备性的证明：上述归约的完备性是容易得出的，我们简述如下。

假设输入的 2CSP实例 𝛱0是可满足的，令 𝜎0 : 𝑋0 → 𝛴0为一个它的可满足赋值，

我们构造 𝛱 的可满足赋值 𝜎 : 𝑋 → 𝛴 如下。

对每个 𝑢 𝑗 ∈ 𝑋1，注意到其对应于 𝛱0中的约束

𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗)

令其赋值为

𝜎(𝑢 𝑗) = (C(𝜎0(𝑥 𝑗1)), C(𝜎0(𝑥 𝑗2)))

由于 𝜑 𝑗 被 𝜎0 满足，(𝜎0(𝑥 𝑗1), 𝜎0(𝑥 𝑗2)) 自然满足了 𝜑 𝑗，从而 𝜎 给 𝑢 𝑗 的这一赋值是合

法的。

① 可以令 𝜋(𝑢 𝑗) = 𝜋(𝑤1, 𝑤2) = (𝑤1 [ℓ], 𝑤2 [ℓ])，𝜌(𝑣ℓ) = (𝑣ℓ [ 𝑗1], 𝑣ℓ [ 𝑗2])，则公式 (5.4)和定义 5.1中的 𝜋(𝑢 𝑗) = 𝜌(𝑣ℓ)
完全一致。
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在确定了 𝑋1的赋值后，我们确定 𝑋2的赋值如下。对每个 𝑣ℓ ∈ 𝑋2，赋值为

𝜎(𝑣ℓ) = (C(𝜎0(𝑥1)) [ℓ], C(𝜎0(𝑥2)) [ℓ], · · · , C(𝜎0(𝑥𝑘)) [ℓ])

由此，对 𝛱 中每个约束，即每一对 (𝑢 𝑗 , 𝑣ℓ)，𝜎对 𝑢 𝑗 的赋值中两部分各自的第 ℓ个位

置的值是

C(𝜎0(𝑥 𝑗1)) [ℓ] 和 C(𝜎0(𝑥 𝑗2)) [ℓ]

恰与 𝑣ℓ 赋值的第 𝑗1和 𝑗2个位置内容一致，因此 𝑢 𝑗 , 𝑣ℓ 间的约束被赋值 𝜎满足。

可靠性的证明：假设输入的 2CSP实例 𝛱0不是 2𝑟-列表可满足的。
我们希望证明对任意的 𝑟1, 𝑟2 ∈ N，如果存在一个可满足的 (𝑟1, 𝑟2)-平均的多赋值

𝜎̂，则

𝑟1 + 𝑟2 > 2(1 − 𝜀)𝑟 (5.5)

令 𝜎̂ : 𝑋 → 2𝛴 为 𝛱 的任意一个可满足的多赋值。我们记集合Word𝜎̂ 为

Word𝜎̂ =
⋃
𝑢 𝑗 ∈𝑋1

⋃
(𝑤1,𝑤2 ) ∈ 𝜎̂ (𝑢 𝑗 )

{𝑤1, 𝑤2} ⊆ F𝑘′′

𝑝 (5.6)

即Word𝜎̂ 是 F𝑘′′
𝑝 中的码字里被 𝜎̂指派过给 𝑋1中的变量的那一部分。

我们给出如下的断言：

断言 1. 令 ℓ ∈ [𝑘 ′′] 是满足 |𝜎̂(𝑣ℓ) | ≤ 2𝑟 的位置，则Word𝜎̂ 在位置 ℓ产生碰撞。

断言 1的证明 考虑任意约束 𝜑 𝑗 = (𝑥 𝑗1𝑥 𝑗2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷0（其中 𝑗 ∈ [𝑘 ′]， 𝑗1, 𝑗2 ∈ [𝑘]）。因
为 𝜎̂是 𝛱 的一个可满足的多赋值，所以存在

(𝑤1, 𝑤2) ∈ 𝜎̂(𝑢 𝑗) ⊆ 𝛴𝑢 𝑗
⊆

(
F𝑘′′

𝑝

)2 和 𝑠 ∈ 𝜎̂(𝑣ℓ) ⊆ F𝑘
𝑝

使得当 𝑢 𝑗 取值 (𝑤1, 𝑤2)，𝑣ℓ 取值 𝑠时，𝑢 𝑗 与 𝑣ℓ 间的约束被满足。由于 (𝑤1, 𝑤2) ∈ 𝛴𝑢 𝑗
，

回顾公式 (5.3)可知，存在 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝛴0使得 𝑤1 = C(𝑎1)，𝑤2 = C(𝑎2)，且

𝑥 𝑗1 取值 𝑎1且 𝑥 𝑗2 取值 𝑎2时约束 𝜑 𝑗 被满足。 (5.7)

我们称原字母表中的 𝑎1 在 𝑠 下对变量 𝑥 𝑗1 是(𝜎̂, 𝜑 𝑗)-适宜的，𝑎2 在 𝑠 下对变量 𝑥 𝑗2

是(𝜎̂, 𝜑 𝑗)-适宜的。进一步地，由 𝛱 中约束的定义，即公式(5.4)，

C(𝑎1) [ℓ] = 𝑠[ 𝑗1] 且 C(𝑎2) [ℓ] = 𝑠[ 𝑗2] (5.8)
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我们根据 𝜎̂ 构造原输入实例 𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0) 的一个多赋值 𝜎̂0 : 𝑋0 → 2𝛴0 如下。对

变量 𝑥 ∈ 𝑋0，令

𝜎̂0(𝑥) =
⋃

𝑠∈ 𝜎̂ (𝑣ℓ )

{
𝑎 ∈ 𝛴0

��存在 𝑗 ∈ [𝑘 ′]，𝑎在 𝑠下对变量 𝑥是 (𝜎̂, 𝜑 𝑗)-适宜的
}

(5.9)

（注意此处我们讨论的是断言中给出的一个特殊的 ℓ ∈ [𝑘 ′′] 以及相应的集合 𝜎̂(𝑣ℓ)。）
由于每个变量 𝑥 至少会出现在一个约束 𝜑 𝑗 ∈ 𝛷0 中，由性质 (5.7)我们容易看出，𝜎̂0

是 𝛱0的一个可满足的多赋值。

由于 𝛱0不是 2𝑟-列表可满足的，必然存在某个变量 𝑥𝑖∗ ∈ 𝑋0（相应地，某个位置

𝑖∗ ∈ [𝑘]）使得 ��𝜎̂0(𝑥𝑖∗)
�� ≥ 2𝑟 + 1

注意到由断言 1的假设，
|𝜎̂(𝑣ℓ) | ≤ 2𝑟,

因此由公式 (5.9)，存在某个 𝑠 ∈ 𝜎̂(𝑣ℓ)使得���{𝑎 ∈ 𝛴0
��存在 𝑗 ∈ [𝑘 ′]，𝑎在 𝑠下对变量 𝑥𝑖∗ 是 (𝜎̂, 𝜑 𝑗)-适宜的

}��� ≥ 2

由此可得，存在 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝛴0，𝑎1 ≠ 𝑎2，以及 𝑗1, 𝑗2 ∈ [𝑘 ′] 使得
- 𝑎1在 𝑠 ∈ 𝜎̂(𝑣ℓ)下对变量 𝑥𝑖∗ 是 (𝜎̂, 𝜑 𝑗1)-适宜的；
- 𝑎2在 𝑠 ∈ 𝜎̂(𝑣ℓ)下对变量 𝑥𝑖∗ 是 (𝜎̂, 𝜑 𝑗2)-适宜的。

再由公式 (5.8)可知
C(𝑎1) [ℓ] = 𝑠[𝑖∗] = C(𝑎2) [ℓ]

也就是说，C(𝑎1)和 C(𝑎2)在位置 ℓ上碰撞。显然 C(𝑎1), C(𝑎2) ∈ Word𝜎̂，因此断言 1得
证。 □

我们记

𝑟1 =

∑
𝑥∈𝑋1 |𝜎̂(𝑥) |
|𝑋1 |

=

∑
𝑗∈[𝑘′ ]

��𝜎̂(𝑢 𝑗)
��

𝑘 ′
以及 𝑟2 =

∑
𝑥∈𝑋2 |𝜎̂(𝑥) |
|𝑋2 |

=

∑
ℓ∈[𝑘′′ ]

��𝜎̂(𝑣ℓ)��
𝑘 ′′

现在考虑以下两种情况：

1. 有超过 𝜀 比例的 𝑋2 中的位置 ℓ ∈ [𝑘 ′′]，这些位置上的变量 𝑥ℓ 赋值都很少，即

|𝜎̂(𝑣ℓ) | ≤ 2𝑟 ,则断言 1表明集合 Word𝜎̂ 在超过 𝜀 比例的位置 ℓ ∈ [𝑘 ′′] 上产生碰
撞。应用编码的性质，即公式 (5.2)，有

Col𝜀 (C(F𝑘
𝑝)) ≥

√
2𝜀𝑘 ′′
𝑘

> 4(1 − 𝜀)𝑟𝑘 ′
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由此， ��Word𝜎̂

�� ≥ Col𝜀 (C(F𝑘
𝑝)) > 4(1 − 𝜀)𝑟𝑘 ′

由Word𝜎̂ 的定理（公式 (5.6)），我们可以推论得到��Word𝜎̂

�� = ������ ⋃𝑢 𝑗 ∈𝑋1

⋃
(𝑤1,𝑤2 ) ∈ 𝜎̂ (𝑢𝑖 )

{𝑤1, 𝑤2}

������
≤

∑
𝑢 𝑗 ∈𝑋1

����� ⋃
(𝑤1,𝑤2 ) ∈ 𝜎̂ (𝑢𝑖 )

{𝑤1, 𝑤2}
����� ≤ ∑

𝑢 𝑗 ∈𝑋1

2
��𝜎̂(𝑢𝑖)��

由此可得

𝑟1 =

∑
𝑗∈[𝑘′ ]

��𝜎̂(𝑢 𝑗)
��

𝑘 ′
>

4(1 − 𝜀)𝑟𝑘 ′
2𝑘 ′

= 2(1 − 𝜀)𝑟

2. 𝑋2 中赋值少的变量（|𝜎̂(𝑣ℓ) | ≤ 2𝑟）不超过 𝜀 比例，换言之，有超过 (1 − 𝜀) 比
例的 𝑋2中的位置 ℓ ∈ [𝑘 ′′]，这些位置上的变量 𝑥ℓ 赋值满足 |𝜎̂(𝑣ℓ) | ≥ 2𝑟 + 1。则

𝑟2 =

∑
ℓ∈[𝑘′′ ]

��𝜎̂(𝑣ℓ)��
𝑘 ′′

≥ (1 − 𝜀)𝑘
′′(2𝑟 + 1) + 𝜀𝑘 ′′

𝑘 ′′
> 2(1 − 𝜀)𝑟.

由此，两种情况下等式 (5.5)都成立，证毕。 ■

将引理 5.1给出的具有非平衡的 (𝑟1, 𝑟2)-间隔的实例适中不同部分分别复制若干
次，可以得到具有平衡间隔的实例，即一个不可以 𝑟-平均列表满足的实例。

引理 5.2 对任意二分的 2CSP实例 𝛱 = (𝑋1 ¤∪𝑋2, 𝛴,𝛷) 以及 𝑟 > 1，我们可以在多项

式时间内输出一个 2CSP实例 𝛱 ′ = (𝑋 ′, 𝛴 ′,𝛷′)，其中

|𝑋 | = 2|𝑋1 | |𝑋2 |

且满足

完备性： 如果 𝛱 可满足，则 𝛱 ′也可满足；

可靠性： 令 𝑟 ≥ 1。若对任意 𝑟1, 𝑟2 > 1，𝑟1 + 𝑟2 ≤ 2𝑟，𝛱 都不是 (𝑟1, 𝑟2)-平均列表可满
足的，则 𝛱 ′ 不是 𝑟-平均列表可满足的。等价来说，若 𝛱 ′ 是 𝑟-列表可满足的，
则存在 𝑟1, 𝑟2 ∈ N，𝑟1 + 𝑟2 ≤ 2𝑟，且 𝛱 是 (𝑟1, 𝑟2)-平均列表可满足的。

更进一步地，如果 𝛱 有矩形约束，则 𝛱 ′也有矩形约束。

证明 令

𝑘1 = |𝑋1 | 以及 𝑘2 = |𝑋2 |

待输出的实例 𝛱 ′ = (𝑋 ′, 𝛴 ′,𝛷′)构造如下。
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变量： 𝑋 ′包含 𝑘2份 𝑋1的拷贝，以及 𝑘1份 𝑋2的拷贝。正式地说，𝑋 ′ = 𝑋 ′1 ¤∪𝑋 ′2，其
中

𝑋 ′1 =
{
𝑥 (𝑖)

�� 𝑥 ∈ 𝑋1且 𝑖 ∈ [𝑘2]
}
以及 𝑋 ′2 =

{
𝑥 (𝑖)

�� 𝑥 ∈ 𝑋2且 𝑖 ∈ [𝑘1]
}
.

注意到 |𝑋 ′1 | = |𝑋 ′2 | = 𝑘1𝑘2，因此 𝛱 ′包含 2𝑘1𝑘2个变量。

字母表： 𝛴 ′ =
⋃

𝑥∈𝑋′ 𝛴
′
𝑥，其中：

• 对每个 𝑥 ∈ 𝑋1 和 𝑖 ∈ [𝑘2]，令 𝛴 ′
𝑥 (𝑖)

= 𝛴𝑥。其中 𝛴𝑥 ⊆ 𝛴 是变量 𝑥 在输入的

2CSP实例 𝛱 中的字母表。

• 相应地，对每个 𝑥 ∈ 𝑋2和 𝑖 ∈ [𝑘1]，令 𝛴 ′
𝑥 (𝑖)

= 𝛴𝑥。

约束： 对每个输入实例中的约束

𝜑 = (𝑥1𝑥2, 𝐶) ∈ 𝛷

其中 𝑥1 ∈ 𝑋1，𝑥2 ∈ 𝑋2以及每个 𝑖1 ∈ [𝑘2] 和 𝑖2 ∈ [𝑘1]，新实例中有约束

𝜑𝑖1,𝑖2 =
(
𝑥 (𝑖1 )1 𝑥 (𝑖2 )2 , 𝐶

)
∈ 𝛷′.

即 𝜑𝑖1,𝑖2 是 𝜑的一份拷贝，但将其中的 𝑥1 替换为它的第 𝑖1 份拷贝 𝑥 (𝑖1 )1 ，𝑥2 替换

为它的第 𝑖2份拷贝 𝑥 (𝑖2 )2 。由此我们立即得到：若 𝛱 有矩形约束，则 𝛱 ′也有矩

形约束。

完备性的证明：假设 𝛱 可满足，我们证明 𝛱 ′也是可满足的。

令 𝜎 : 𝑋1 ¤∪𝑋2 → 𝛴 为 𝛱 的一个可满足赋值，我们构造 𝛱 ′ 的可满足赋值 𝜎′ :

𝑋 ′ → 𝛴 ′如下。

对每个 𝑥1 ∈ 𝑋1，它在 𝑋 ′1中有 𝑘2份拷贝

{𝑥 (1)1 , 𝑥 (2)1 , · · · , 𝑥 (𝑘2 )
1 }

𝜎′给它们均赋值为 𝜎(𝑥1)。同理，对每个 𝑥2 ∈ 𝑋2，它在 𝑋 ′2中有 𝑘1份拷贝

{𝑥 (1)2 , 𝑥 (2)2 , · · · , 𝑥 (𝑘1 )
2 }

𝜎′给它们均赋值为 𝜎(𝑥2)。由于 𝑥的每份拷贝的字母表均与 𝑥的字母表一致，上述赋

值 𝜎′是合法的。

对于每个𝛷′中的约束 𝜑𝑖1,𝑖2，它与输入实例中的某个约束 𝜑 = (𝑥1𝑥2, 𝐶) 满足的集
合 𝐶 一致，区别只在于 𝜑𝑖1,𝑖2 的变量分别换为 𝜑 变量的第 𝑖1 份和第 𝑖2 份拷贝。由上
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述赋值 𝜎′的构造，所有拷贝的赋值均和原实例赋值 𝜎一致。由于 𝜑被 𝜎满足，𝜑𝑖1,𝑖2

也被 𝜎′满足。

可靠性的证明：令 𝜎̂′ : 𝑋 ′ → 2𝛴 ′ 为 𝛱 ′的一个可满足的 𝑟-平均多赋值。也就是说，

𝑟 =

∑
𝑥∈𝑋′

��𝜎̂′(𝑥)��
|𝑋 ′ | =

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)�� +∑
𝑥∈𝑋′2

��𝜎̂′(𝑥)��
|𝑋 ′1 | + |𝑋 ′2 |

=

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)�� +∑
𝑥∈𝑋′2

��𝜎̂′(𝑥)��
2𝑘1𝑘2

我们令

𝑟1 =

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)��
|𝑋 ′1 |

=

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)��
𝑘1𝑘2

以及 𝑟2 =

∑
𝑥∈𝑋′2

��𝜎̂′(𝑥)��
|𝑋 ′2 |

=

∑
𝑥∈𝑋′2

��𝜎̂′(𝑥)��
𝑘1𝑘2

(5.10)

则有

𝑟1 + 𝑟2 =

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)�� +∑
𝑥∈𝑋′2

��𝜎̂′(𝑥)��
𝑘1𝑘2

= 2𝑟.

注意到

𝑋 ′1 =
¤⋃

𝑖∈[𝑘2 ]

{
𝑥 (𝑖) | 𝑥 ∈ 𝑋1

}
(5.11)

由此，

𝑟1𝑘1𝑘2 = 𝑟1 |𝑋 ′1 |
(
根据 |𝑋 ′1 | = 𝑘1𝑘2

)
=

∑
𝑥∈𝑋′1

��𝜎̂′(𝑥)�� (
根据 (5.10)

)
=

∑
𝑖∈[𝑘2 ]

∑
𝑥∈𝑋1

��𝜎̂′(𝑥 (𝑖))��. (
根据 (5.11)

)
因此，存在某个 𝑖1 ∈ [𝑘2] 使得∑

𝑥∈𝑋1

��𝜎̂′(𝑥 (𝑖1 ))�� ≤ 𝑟1𝑘1, 也就是说
∑

𝑥∈𝑋1

��𝜎̂′(𝑥 (𝑖1 ))��
|𝑋1 |

≤ 𝑟1

（因为 |𝑋1 | = 𝑘1）。对另一半变量 𝑋2使用同样的论证过程，可以得到存在某个 𝑖2 ∈ [𝑘1]
使得 ∑

𝑥∈𝑋2

��𝜎̂′(𝑥 (𝑖2 ))��
|𝑋2 |

≤ 𝑟2

最后，我们定义原输入实例 𝛱 的一个多赋值 𝜎̂如下：

𝜎̂(𝑥) =
{
𝜎̂′(𝑥 (𝑖1 )) 如果 𝑥 ∈ 𝑋1

𝜎̂′(𝑥 (𝑖2 )) 如果 𝑥 ∈ 𝑋2

由上述的讨论，𝜎̂是 (𝑟1, 𝑟2)-平均的多赋值，且满足 𝛱，因为 𝜎̂′已经满足 𝛱 ′。 ■
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将前述的各个部分拼起来，我们得到一个从 𝑟-LIST-2CSP 到 𝑟-AVGLIST-2CSP 的
FPT归约如下。

定理 5.2 存在算法 A，对任意常数 𝑟 ≥ 1，算法 A 的输入为一个 𝑟-LIST-2CSP实例
𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0)，以及参数 𝜀 > 0，输出一个 𝑟 ′-AVGLIST-2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)，其
中 𝑟 ′ ≥ 1−𝜀

2 𝑟，𝛱 有矩形约束。

存在可计算函数 𝑓，A 的运行时间不超过

𝑓 (|𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟) |𝛴0 |𝑂 (1) (5.12)

且 𝛱 的变量数 |𝑋 |和约束数 |𝛷 |也不超过 𝑓 (|𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟)。

证明 对任意所输入的 𝑟-LIST-2CSP的实例

𝛱0 = (𝑋0, 𝛴0,𝛷0)

（它也是 2CSP的实例），由引理 5.1，我们可以从 𝛱0构造一个二分的 2CSP实例

𝛱1 = (𝑋1, 𝛴1,𝛷1)

再由引理 5.2，从 𝛱1构造一个 𝑟-AVGLIST-2CSP的实例

𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)

显然，当 𝛱0可满足时，𝛱1是可满足的，自然 𝛱 也是可满足的。

如果 𝛱0 不是 𝑟-列表可满足的，则由引理 5.1，对于任意 𝑟1, 𝑟2 > 0 且 𝑟1 + 𝑟2 ≥
2(1− 𝜀)𝑟，𝛱1不是 (𝑟1, 𝑟2)-列表可满足的，再由引理 5.2可知，𝛱 不是 (1− 𝜀)𝑟-平均列
表可满足的。

由引理 5.1，𝛱1有矩形约束，再由引理 5.2，𝛱 也有矩形约束。

这一归约过程的运行时间为

𝑓 (|𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟) |𝛴0 |𝑂 (1)

其中 𝑓 是一个可计算的函数，且 𝑋 和𝛷的大小满足

|𝑋 | + |𝛷 | ≤ 𝑓 ( |𝑋0 | + |𝛷0 | + 1/𝜀 + 𝑟) |𝛴0 |𝑂 (1)

从而说明该归约是 FPT的。 ■
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5.3 𝑟-AVGLIST-2CSP的困难性

本节我们讨论 𝑟-AVGLIST-2CSP这一问题的近似困难性及其推广。

5.3.1 W[1]-困难性

Guruswami等人[41]证明了：

定理 5.3 对任意常数 𝑟 ≥ 1，𝑟-LIST-2CSP是W[1]-完全的。

将前述的各个部分合起来，可以得到定理 5.1的证明如下。

定理 5.1的证明 由定理 5.3和定理 5.2直接得到。 ■

5.3.2 稀疏和稠密实例的二分性

本节中我们讨论 𝑟-AVGLIST-2CSP在不同类型实例上困难性的区别。我们首先给
出 2CSP实例中稠密与稀疏的定义。

定义 5.3 对于一个 2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)，如果 |𝛷 | = 𝜔(|𝑋 |)，则 𝛱 被称作稠密

的，否则被称作稀疏的。

我们将证明如下的二分性结果：

定理 5.4 以下两条均成立：

• 对任意常数 𝑟 ≥ 1，𝑟-AVGLIST-2CSP在稠密实例上是W[1]-困难的；
• 若存在常数 𝑟 > 1，𝑟-AVGLIST-2CSP在稀疏实例上是W[1] 困难的，则存在常数
𝜀 > 0，𝜀-GAP-2CSP是W[1] 困难的。换言之，PIH（假设 2.4）在W[1] ≠ FPT
下成立。

为增进可读性，我们将定理 5.4的两部分分为下面两个引理分开证明。

引理 5.3 对任意常数 𝑟 ≥ 1，𝑟-AVGLIST-2CSP在稠密实例上是W[1]-困难的。

证明 注意到引理 5.1中的归约给出的二分 2CSP实例

𝛱1 = (𝑋1 ¤∪𝑋2, 𝛴1,𝛷1)

是完全的，即对每个 𝑥1 ∈ 𝑋1和 𝑥2 ∈ 𝑋2，都存在一个约束

𝜑 = (𝑥1𝑥2, 𝐶) ∈ 𝛷
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引理 5.2将 𝛱1 中的 𝑋1 复制 |𝑋2 | 遍，𝑋2 复制 |𝑋1 | 遍，且在每一对拷贝间都保留一份
约束。因此，定理 5.2的输出实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)中约束数为

|𝛷 | = |𝑋1 |2 |𝑋2 |2 =
|𝑋 |2
4

考虑任意函数 ℎ ∈ 𝜔(1)。我们可以构造新实例 𝛱 ′ = (𝑋 ′, 𝛴 ′,𝛷′)，该实例仅仅只是将
𝛱 自身复制 𝑡 份，其中 𝑡 是满足下式的最小正整数：

ℎ(𝑡 |𝑋 |) ≥ |𝑋 |
4

注意到在这次复制中，不同的拷贝间不添加约束。因此，新的参数为 |𝑋 ′ | = 𝑡 |𝑋 |,以及

|𝛷′ | = 𝑡 |𝛷 | = 𝑡 |𝑋 |2
4

=
|𝑋 |
4
|𝑋 ′ | ≤ ℎ(|𝑋 ′ |) |𝑋 ′ |

显然这一归约运行时间是 FPT的。如果 𝛱 是可满足的，则 𝛱 ′也是可满足的。如

果 𝛱 的任意满足的多赋值都需要至少 𝑟 |𝑋 | 个值，则 𝛱 ′ 的任意满足的多赋值需要给

每一份 𝛱 的拷贝赋 𝑟 |𝑋 | 个值，因此总共至少 𝑟 |𝑋 ′ | 个值，即归约前后的间隔 𝑟 是不

变的。 ■

引理 5.4 若存在常数 𝑟 > 1，𝑟-AVGLIST-2CSP在稀疏实例上是W[1] 困难的，则存在
常数 𝜀 > 0，𝜀-GAP-2CSP是 W[1] 困难的。换言之，PIH（假设 2.4）在 W[1] ≠ FPT
下成立。

证明 令 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)为一个 𝑟-AVGLIST-2CSP的稀疏的负实例，即 𝛱 的任意满足的

多赋值需要赋超过 𝑟 |𝑋 |个值，且存在常数 𝑐 > 0满足

|𝛷 | ≤ 𝑐 · |𝑋 |

考虑 𝛱 的单赋值 𝜎 : 𝑋 → 𝛴。假定 𝜎违反了 𝑡 个约束，则我们可以向 𝜎中添加至多

2𝑡 个赋值，得到一个满足的多赋值 𝜎̂，且该多赋值的大小不超过

|𝑋 | + 2𝑡

由 𝛱 多赋值的可满足性，我们得到 |𝑋 | + 2𝑡 > 𝑟 |𝑋 |，从而，

𝑡 >
𝑟 − 1

2
|𝑋 | = 𝑟 − 1

2𝑐 · 𝑟 · 𝑐 · 𝑟 |𝑋 | ≥
𝑟 − 1
2𝑐 · 𝑟 |𝛷 |.

换言之，任意 𝛱 的单赋值都至多满足 𝛱 中

𝜀 = 1 − 𝑟 − 1
2𝑐 · 𝑟
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比例的约束。由此得出，对上述的 𝑐, 𝑟, 𝜀，恒等映射就是一个从 𝑟-LIST-2CSP到 𝜀-GAP-
2CSP的 FPT-归约。 ■

定理 5.4的证明 由引理 5.3和引理 5.4得到。 ■

本节的结果给出了另一种尝试在标准假设 W[1] ≠ FPT下下证明 PIH的可能方
法：将 𝑟-LIST-2CSP的困难性改进到稀疏的实例上。

5.4 应用：证明 𝑘-EXACTCOVER问题的近似困难性

我们给出一个从具有矩形约束的 𝑟-AVGLIST-2CSP到 𝑟-GAP-𝑘-EXACTCOVER的 FPT
归约，从而证明任意常数比近似 𝑘-EXACTCOVER都是W[1]-困难的。注意到文献[41]也

给出了相同的结果，其归约是基于 (𝑇, 𝑚)-集合部件[10,42]的归约，而我们的归约基于

另一种对编码碰撞数（定义 3.1）的应用。
我们先回顾下述“超立方体分划系统（Hypercube Partition System）”的定义：

定义 5.4 令 𝐴, 𝐵为两个非空集合。定义(𝐴, 𝐵)-超立方体分划系统为
• 基集M = 𝐴𝐵

(
=

{
𝑧
��函数 𝑧 : 𝐵→ 𝐴

})
，以及

• 上述基集的一个子集的集合
{
𝑃𝑥,𝑦

}
𝑥∈𝐵,𝑦∈𝐴，，其中每个 𝑃𝑥,𝑦 =

{
𝑧 ∈ M

�� 𝑧(𝑥) = 𝑦
}
.

超立方体分划系统有如下良好的性质：

引理 5.5 给定非空集合 𝐴, 𝐵的 (𝐴, 𝐵)-超立方体分划系统 (M, {𝑃𝑥,𝑦})，任何从 {𝑃𝑥,𝑦}
中取的M 的覆盖 𝑆 ⊆ {𝑃𝑥,𝑦}都满足：存在 𝑏 ∈ 𝐵，对每个 𝑦 ∈ 𝐴，都有 𝑃𝑏,𝑦 ∈ 𝐶。

证明 若不然，假设对任意 𝑥 ∈ 𝐵，都存在一个 𝑦𝑥 ∈ 𝐴使得

𝑃𝑥,𝑦𝑥 ∉ 𝐶

则考虑函数 𝑧 : 𝐵→ 𝐴如下：

∀𝑥 ∈ 𝐵, 𝑧(𝑥) = 𝑦𝑥

显然 𝑧 ∈ M。但 𝐶 中不存在任何集合包含 𝑧。我们可以将 𝐶 中的集合写为

𝐶 = {𝑃𝑥1,𝑦1 , 𝑃𝑥1,𝑦2 , · · · , 𝑃𝑥𝑚,𝑦𝑚′ }

对每个 𝑥 ∈ 𝐵，𝑧只在 = 𝑦𝑥 时被 𝑃𝑥,𝑦 所包含，但由我们的假设 𝑃𝑥,𝑦𝑥 ∉ 𝐶，𝐶中所有的

𝑃𝑥,𝑦1 , · · · , 𝑃𝑥,𝑦𝑚′ 均不包含 𝑧。这一论断适用于所有 𝑥 ∈ 𝐵，因此我们得到 𝐶 中的集合

全部都不包含 𝑧，这与 𝐶 是M 的覆盖所矛盾。 ■
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定理 5.5 (参见[41]的定理 21) 若 𝑟-AVGLIST-2CSP在有矩形约束的实例上是W[1]-困难
的，则 𝑟-GAP-𝑘-EXACTCOVER也是W[1]-困难的。准确来说，对任意常数 𝑟 > 1，输入

𝑘-SETCOVER实例 𝛱 = (𝑆,𝑈)和整数 𝑘 ≥ 1，区分下面两种情况是W[1]-困难的：
• 𝑆中存在 𝑘 个互不相交的集合，它们的并集𝑈；

• 𝑈 不是 𝑆中任意 𝑟𝑘 个集合的并。

证明 令 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)为一个具有矩形约束的 𝑟-AVGLIST-2CSP实例。我们令 𝑘 = |𝑋 |。
对每个矩形约束

𝜑 𝑗 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷

我们记 𝑄 𝑗 为它的基集，𝜋 𝑗 , 𝜌 𝑗 : 𝛴 → 𝑄 𝑗 为相应的映射（参见定义 5.1）。由此，对任
意 𝑎, 𝑏 ∈ 𝛴，我们得到 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶 𝑗 当且仅当 𝜋 𝑗 (𝑎) = 𝜌 𝑗 (𝑏)。最后，我们令

𝑡 = max
𝜑 𝑗 ∈𝛷
|𝑄 𝑗 | (5.13)

显然，我们可以不失一般性地假设

𝑡 ≤ |𝛱 |

我们现在将 𝛱 归约到一个 𝑘-EXACTCOVER的实例。为此，我们选择一个大小为素数
的新字母表 𝛥，且满足

max
{
dlog 𝑡e , 22𝑟2𝑘2

}
≤ |𝛥| ≤ 2 max

{
dlog 𝑡e , 22𝑟2𝑘2

}
再令

𝑑 =

⌈
2𝑟2𝑘2 log 𝑡

log |𝛥|

⌉
由此我们可以构造出下述的具有很大的相对距离的编码（其本质上还是一个在该参

数下的 Reed-Solomon编码）
Enc : 𝛥

⌈
log 𝑡

log |𝛥|

⌉
→ 𝛥𝑑 .

将参数

𝑘 ←
⌊

log 𝑡
log |𝛥|

⌋
, 𝑚 ← 𝑑, 𝑝 ← |𝛥|,① and 𝜀 ← 1/2

插入定理 3.3中，可以得到编码 Enc的 1/2-碰撞数为

Col1/2(Enc) ≥
√

𝑑

log 𝑡/log |𝛥| > 𝑟𝑘

① 注意到 ⌊
log 𝑡

log |𝛥|

⌋
<

⌈
2𝑟2𝑘2 log 𝑡

log |𝛥|

⌉
≤ dlog 𝑡e ≤ |𝛥|,

定理 3.3所要求的条件 𝑘 < 𝑚 ≤ 𝑝得以满足。
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注意到式子 (5.13)表明约束集 𝐶𝑖 中的每一对值都可以表示为 𝛥

⌈
log𝑚
log |𝛥|

⌉
，也就是 Enc的

定义域中的一个字符串。

由此，对每个变量 𝑥 ∈ 𝑋 和字母表中每个可能的值 𝑎 ∈ 𝛴 我们定义一个集合 𝑆𝑥,𝑎

如下。对每个矩形约束

𝜑 𝑗 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷

其基集 𝑄 𝑗 以及对应的映射 𝜋 𝑗 , 𝜌 𝑗 : 𝛴 → 𝑄 𝑗，以及对每个 ℓ ∈ [𝑑]，我们构造一个
( [2], 𝛥)-超立方体分划系统 (

M ( 𝑗 ,ℓ ) , {𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )𝑢,𝑣 }𝑢∈𝛥,𝑣∈[2]
)

(5.14)

对每个 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐶 𝑗，我们将 𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )Enc(𝜋 𝑗 (𝑎) ) [ℓ ],1所包含的内容加入集合 𝑆𝑥𝑖1 ,𝑎
中，将 𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )Enc(𝜌 𝑗 (𝑏) ) [ℓ ],2

所包含的内容加入集合 𝑆𝑥𝑖2 ,𝑏
中。

最终，令这一 𝑘-EXACTCOVER实例的待覆盖集合𝑈 为

𝑈 =
¤⋃

𝜑 𝑗 ∈𝛷,ℓ∈[𝑑 ]
M ( 𝑗 ,ℓ )

以及子集族 S为
S =

{
𝑆𝑥,𝑎

�� 𝑥 ∈ 𝑋 and 𝑎 ∈ 𝛴
}

我们首先讨论这一归约的完备性。令 𝜎 : 𝑋 → 𝛴 为实例 𝛱 的一个可满足的

赋值，我们说明 {𝑆𝑥,𝜎 (𝑥 )}𝑥∈𝑋 构成 𝑈 的一个划分。不失一般性，我们任取一个约束

𝜑 𝑗 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷，对每个 ℓ ∈ [𝑑]，注意到

M ( 𝑗 ,ℓ ) ∩ 𝑆𝑥𝑖1 ,𝜎 (𝑥𝑖1 ) = 𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )Enc(𝜋 (𝜎 (𝑥𝑖1 ) ) ) [ℓ ],1
∈ {𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )𝑢,𝑣 }𝑢∈𝛥,𝑣∈[2]，

以及

M ( 𝑗 ,ℓ ) ∩ 𝑆𝑥𝑖2 ,𝜎 (𝑥𝑖2 ) = 𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )Enc(𝜌(𝜎 (𝑥𝑖2 ) ) ) [ℓ ],2
∈ {𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )𝑢,𝑣 }𝑢∈𝛥,𝑣∈[2]，

且由于赋值 𝜎是可满足的，由矩形约束的性质

Enc(𝜋(𝜎(𝑥𝑖1))) [ℓ] = Enc(𝜌(𝜎(𝑥𝑖2))) [ℓ]，

从而由引理 5.5，
M ( 𝑗 ,ℓ ) ∩ 𝑆𝑥𝑖1 ,𝜎 (𝑥𝑖1 ) 和 M ( 𝑗 ,ℓ ) ∩ 𝑆𝑥𝑖2 ,𝜎 (𝑥𝑖2 )

构成M ( 𝑗 ,ℓ ) 的一个划分，这一论证对所有M ( 𝑗 ,ℓ ) 都成立，从而 {𝑆𝑥,𝜎 (𝑥 )}𝑥∈𝑋构成了𝑈

的一个划分。

再讨论归约的可靠性。假设实例 𝛱 的每个可满足的多赋值都至少需要 𝑟𝑘 = 𝑟 |𝑋 |
个值（参见定义 2.8）。令 S′ ⊆ S为𝑈 的一个覆盖。考虑如下的多赋值：
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• 给每个 𝑥 ∈ 𝑋 赋集合
{
𝑎 ∈ 𝛴

�� 𝑆𝑥,𝑎 ∈ S′
}
的值。

若该多赋值可以满足 𝛱，则由我们的假设可知 |S′ | ≥ 𝑟𝑘。

现在考虑该多赋值不满足 𝛱 的情况，这就意味着存在某个约束

𝜑 𝑗 = (𝑥𝑖1𝑥𝑖2 , 𝐶 𝑗) ∈ 𝛷

未被该多赋值满足。注意到该多赋值给变量 𝑥𝑖1 指派了值的集合

𝐸1 =
{
𝑎 ∈ 𝛴

�� 𝑆𝑥𝑖1 ,𝑎
∈ S′

}
，

𝑥𝑖2 指派了值的集合

𝐸2 =
{
𝑏 ∈ 𝛴

�� 𝑆𝑥𝑖2 ,𝑏
∈ S′

}
，

由于 𝜑 𝑗 未被满足，任意值对 (𝑎, 𝑏) ∈ 𝐸1 × 𝐸2都有

Enc(𝜋 𝑗 (𝑎)) ≠ Enc(𝜌 𝑗 (𝑏))

然而，对每个 ℓ ∈ [𝑑]，超立方体分划系统中的M ( 𝑗 ,ℓ ) 是被 S′所覆盖的，由引理 5.5，
这意味着必然存在 𝑎 ∈ 𝐸1和 𝑏 ∈ 𝐸2满足

Enc(𝜋 𝑗 (𝑎)) [ℓ] = Enc(𝜌 𝑗 (𝑏)) [ℓ]

由此可得，集合

{𝜋 𝑗 (𝑎)}𝑎∈𝐸1 ∪ {𝜌 𝑗 (𝑏)}𝑏∈𝐸2

在所有位置 ℓ ∈ [𝑑] 上均产生碰撞，由编码 Enc的碰撞数的定义，这一集合的大小至
少应该是

Col1/2(Enc) > 𝑟𝑘

由此，我们得到：

|S′ | ≥ |𝐸1 | + |𝐸2 | ≥
��{𝜋 𝑗 (𝑎)}𝑎∈𝐸1 ∪ {𝜌 𝑗 (𝑏)}𝑏∈𝐸2

�� ≥ Col1/2(Enc) > 𝑟𝑘

也就是说，不论该多赋值可满足与否，S′均包含至少 𝑟𝑘 个集合。

接下来我们讨论关于该归约的时间复杂度。注意到在我们构造的每个超立方体

分划系统 (M ( 𝑗 ,ℓ ) , {𝑃 ( 𝑗 ,ℓ )𝑢,𝑣 }𝑢∈𝛥,𝑣∈[2])中，��M ( 𝑗 ,ℓ ) �� = 2 |𝛥 | ≤ 4dlog 𝑡 e + 422𝑟2𝑘2

≤ |𝛱 |2 + 422𝑟2𝑘2
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且我们至多需要构造 (
𝑘

2

)
𝑑 ≤ 𝑘2𝑟2𝑘2 log 𝑡 ≤ 𝑟2𝑘4 log |𝛱 |

个这样的系统。待覆盖的集合 𝑈 的大小即为 𝑔(𝑟, 𝑘) |𝛱 |3，其中 𝑔 : N2 → N为某个适

宜的可计算函数。

从 𝑟-AVGLIST-2CSP 实例到 𝑘-EXACTCOVER 实例的归约中，我们保持了参数 𝑘 =

|𝑋 |。由此，这一归约是 FPT归约。 ■

将定理 5.1和定理 5.5结合起来，我们得到：

定理 5.6 对任意常数 𝑟 > 1，𝑟-GAP-𝑘-EXACTCOVER是W[1]-困难的。

5.5 应用：𝑟-AVGLIST-2CSP与 𝑟-GAP-𝑘-NCP的时间下界关联

本节我们证明 𝑟-AVGLIST-2CSP与 𝑟-GAP-𝑘-NCP的运行时间下界有着紧密的关联。
这一结果实际上是两个保持参数不变的 FPT归约的复合，因此我们仅简述其证明概
要。

定理 5.7 对任意素数 𝑝，可计算函数 𝑔，以及常数 𝑟，如果对任意可计算函数 𝑓1，拥

有 𝑘 个变量的 𝑟-AVGLIST-2CSP实例没有运行时间为 𝑓1(𝑘) · 𝑛𝑜 (𝑔 (𝑘 ) ) 的算法，则对任意
可计算函数 𝑓2，𝑟-GAP-𝑘-NCP𝑝 也没有运行时间为 𝑓2(𝑘) · 𝑛𝑜 (𝑔 (𝑘 ) ) 的算法。

证明概要 注意到定理 5.5（以及文献[41]的定理 22）中给出的归约是 FPT的，且保
证了归约前后参数 𝑘 和近似比 𝑟 均不改变。文献[13]的定理 28（也可参见文献[11]的定

理 5）给出了从 𝑟-GAP-𝑘-EXACTCOVER到 𝑟-GAP-𝑘-NCP𝑝的归约，且归约前后参数 𝑘 和

近似比 𝑟 也均不改变。将这两个归约结合起来就得到了从 𝑟-AVGLIST-2CSP与 𝑟-GAP-
𝑘-NCP𝑝 的保持参数 𝑘 和近似比 𝑟 的归约。由此，𝑟-AVGLIST-2CSP的运行时间下界和
𝑟-GAP-𝑘-NCP𝑝 的运行时间下界是一致的。 ■

定理 5.7的意义在于，它给出了不同于第4章的另外一种证明编码问题近似算法
的运行时间下界的方法：证明本章中讨论的近似约束满足问题多赋值总大小的近似

算法所需的运行时间下界。

5.6 本章小结

本章使用第3章中发展的技术工具，讨论了 2-约束满足问题的多赋值大小的近似
困难性。我们在第 5.2节中给出了从近似可满足多赋值的个体大小到近似其总大小
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的 FPT 归约，之后将这一归约与已有的结果结合，在第 5.3节中给出了近似其总大
小的困难性的证明，并讨论了这一困难性结果在稀疏与稠密实例上的成立情况。之

后，我们在第 5.4节中将这一困难性结果应用于证明常数比近似 𝑘-EXACTCOVER问题
的 W[1]-困难性，并在第 5.5节中讨论了归约的参数增长情况和这几个问题的运行时
间之间的紧密关系。
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第 6章 总结

本文研究了几个参数化问题的近似困难性。我们首先讨论了编码的碰撞数这一

有用的技术工具，并对其参数做了一定的改进。

通过使用编码的碰撞数这一技术工具，本文做出了下面两部分主要工作：

1. 关于最近编码问题（近似解码问题），我们设计了一个新的创造间隔的自归约，
显著地简化了这一问题之前的近似困难性证明，且保证了归约过程中参数的增

长在多项式级别，改进了之前工作中的指数级别增长。由此，我们显著地改进

了（随机）指数时间假设下近似一系列参数化编码问题与格问题的时间下界，

达到了 𝑛𝛺 (𝑘
𝜖 )，缩小了这一时间下界与现有的暴力穷举算法运行时间的差距。

2. 关于约束满足问题，我们设计了从单个变量上赋值数量的间隔到整体赋值数
量的归约。由此，在前文结果的基础上，我们证明了常数比近似参数化约束满

足问题的可满足多赋值的大小是 W[1]-困难的。我们更进一步地给出了从上述
问题到近似参数化精确覆盖问题的归约，证明了任意常数比近似该问题都是

W[1]-困难的。
本文所使用的证明构造均非常简单，方法也是较为初等的方法，易于理解，且达到了

非常好的效果，增加了我们对这几个参数化问题的理解。

6.1 问题展望

在编码与格问题的近似算法与近似困难性方面，注意到我们在第 4章中的结果只
给出了（随机）指数时间假设下的常数比近似这些问题的困难性与时间下界，且我们

证明的时间下界 𝑛𝛺 (𝑘
𝜖 )（其中 𝜖 > 0是一个常数）与暴力穷举算法的运行时间 𝑛𝑂 (𝑘 )

之间仍有间隙，并不是紧的。在更强的 Gap-ETH假设（区分 𝑛个变量的 3SAT实例
是可满足的或任意赋值都只能满足至多常数比例子句需要 2𝛺 (𝑛) 时间，参见[43-44]）下，

Manurangsi[13]证明了任意常数比近似最近编码问题（以及格问题中的最近向量问题）
都没有 𝑛𝑜 (𝑘 ) 时间的算法。一个自然的问题就是：

开放性问题 1. 在弱于 Gap-ETH的假设下证明：对任意常数 𝛾 > 0，没有 𝑛𝑜 (𝑘 ) 时间的

算法可以以 𝛾比例近似𝑘-NCP和𝑘-CVP问题。

正如 Manurangsi在其文章中的评论[13]所言，开放性问题 1的主要瓶颈在于需要
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给出一个“单步的”证明，即一次构造就给出任意大常数比例的近似困难性。与之相

对的是我们的证明分为创造间隔的归约（定理 4.4）和放大间隔的归约（定理 4.2）两
步，这使得参数有了多项式级别的增长，同时由于运行时间也指数地依赖于近似比，

这限制了我们达到超过常数近似比的结果。

相应地，对于剩下几个问题，与 Manurangsi的论文[13]中已经达到紧的时间下界

结果相应，我们可以提出下面的问题：

开放性问题 2. 在弱于 Gap-ETH的假设下证明：存在常数 𝛾 > 0，没有 𝑛𝑜(𝑘 ) 时间的算

法可以以 𝛾比例近似𝑘-MDP问题和𝑘-SVP问题。

特别地，在最短距离问题和最短向量问题的近似困难性方面，归约的随机化与否

也是关注的焦点。在传统的计算复杂性领域中，最短距离问题的 NP-困难性的证明最
终被成功去随机化（可参见[45-46]），但最短向量问题问题的 NP-困难性的证明仍然严
重依赖于随机化的归约。这一问题在参数复杂性中依然存在且更加严重，文献[26-27]中

关于最短距离问题和最短向量问题归约均强依赖于随机性。因此，我们提出如下将参

数复杂性中这两个问题的近似困难性证明去随机化的问题。

开放性问题 3. 不使用随机性证明存在常数 𝛾 > 0，𝛾比例近似𝑘-MDP问题和𝑘-SVP问
题在 ETH或W[1] ≠ FPT假设下的困难性。

在近似比方面，Alon等人[47]给出了最近编码问题近似比为 𝑂 (𝑛/log 𝑛) 的确定性
多项式时间近似算法，而我们的近似困难性只针对于常数近似比。因此，一个可探究

的方向就是尝试缩小这两方面之间的空白。

开放性问题 4. 是否可以在 ETH或W[1] ≠ FPT假设下证明超过常数比近似𝑘-NCP问
题的困难性，或给出这一问题的近似比为 𝑜(𝑛/log 𝑛)的 FPT算法？

在参数化约束满足问题方面，我们所证的困难性结果仍然只适用于任意常数比

近似。因此，将结果推广到更大的近似困难性，包括任意的与参数 𝑘 相关的近似比，

仍是一个值得探究的问题。

开放性问题 5. 是否可以证明对近似比 𝑟 = 𝑟 (𝑘) = 𝜔(1)，𝑟-AVGLIST-2CSP是W[1]-困难
的？

开放性问题 5的主要瓶颈不在于本文中归约的步骤，而是在于 Guruswami 等
人[41]证明的定理 5.3只对常数近似比有效。他们的归约的运行时间以及参数增长情

60



上海交通大学硕士学位论文 第 6章 总结

况指数依赖于要达到的近似比，因此近似比必须为常数。如果能将 𝑟-LIST-2CSP 的
W[1]-困难性推广到超过常数的近似比 𝑟 上，则我们的归约可以立即给出 𝑟-AVGLIST-
2CSP在相同量级近似比下的困难性结果。
除此之外，我们还可以探究 𝑟-AVGLIST-2CSP的一些加强的变种。第一种变种是

要求任意可满足多赋值必须在常数比例的变量上赋多个值。

开放性问题 6. 是否可以证明对任意常数 𝑟 > 2，存在常数 𝑐 > 0，判定一个给定的

2CSP实例 𝛱 = (𝑋, 𝛴,𝛷)
• 是可满足的，或
• 任意可满足的多赋值都要给至少 𝑐 |𝑋 |个变量中每个赋至少 𝑟 个值

是W[1]-困难的？

本文的证明中，引理 5.1的情况 1只保证了对 𝑋1 这一整个集合的赋值数量很大，

对其中有多少个变量被赋多个值没有规定。开放性问题 6进一步追问能否将这一情况
也消去。注意到当 𝑟 = 2时，这一情况是成立的，可以由 𝑘-CLIQUE问题的近似困难
性得出，参见 Chen，Lin的综述论文[48]中的命题 5.22。

另一种变种即为我们在定理 5.4中所讨论的情况。作为开放性问题，我们希望探
究是否能通过这一方法证明 PIH。

开放性问题 7. 是否可以证明𝑟-AVGLIST-2CSP 在约束数量是变量数量的常数倍的情况
下仍然是W[1]-困难的？

本文第 3章中对高碰撞数编码进行了讨论。这一编码性质最初被提出是用于构造
一类特殊的“临界图”（参见[23-24]），而此类“临界图”在证明一些别的问题的近似困

难性方面也起到了较好的效果，例如集合覆盖问题[21-22]，关于这样的编码性质以及

本文中证明近似困难性的方法论，我们考虑这样方法的推广或局限性。

开放性问题 8. 是否存在高碰撞数编码的构造满足编码长度 𝑚 = 𝑂 (𝑘)，碰撞数为
𝛺(𝑘)？或者是否可以证明这样的编码必然不存在？

如果这样的编码存在，则我们文中归约的参数增长情况可以得到进一步改善，从

而得到更紧的运行时间下界结果。

最后，关于证明的方法论部分，本文中证明几个问题困难性的方法有其共通之

处，即对于文中所考虑的最小化问题，我们构造出由两部分变量组成的新的实例，且

论证在可靠性情况下至少其中一部分变量的优化值需要产生一个较大的间隔。我们
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最后的问题是，这一方法论能否被整理为一个完整的框架，从而将更多参数化的最小

化优化问题一并处理？

开放性问题 9. 能否构造一个通用的框架来证明参数化的最小化问题的近似困难性？
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